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本 书 为 研究 生 课程 “随机 过 程 ”? 的 入 门 教材 ,其 主要 内 容 有 :随机 过 程 的 概念 、 泊 松 过 程 、 
马尔 可 夫 链 、 连 续 时 间 的 马尔 可 夫 链 、 平 稳 随机 过 程 ,平稳 随机 过 程 的 谱 分 析 、 随 机 微分 方程 、 
时 间 序 列 分 析 等 。 

本 书 除 介绍 最 基 
能 的 通俗 ,例题 \ 习 题 适当 增 
供 读者 参考 。 

本 书 可 供 理工 科 各 专业 、 经 济 管理 专业 的 硕士 研究 生 作为 教材 或 参考 书 ,也 可 供 有 关 教 
学 和 工程 技术 人 员 人 参考 。 
































本 的 理论 外 ,取材 突出 了 实用 较 多 的 马尔 可 夫 链 和 平稳 过 程 ,叙述 尽 可 
并 结合 实际 应 用 。 每 童 后面 附 有 习题 ,书后 附 有 习题 解答 ,可 
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有 百 


随机 过 程 理 论 在 物理 生物、 工程 ` 经 济 和 管理 等 方面 都 得 到 了 广泛 应 用 ,已 
成 为 近代 科技 工作 者 谋求 掌握 的 一 个 理论 工具 。 目 前 ,有 条 件 的 高 等 学 校 在 本 
科 生 或 研究 生 中 开设 了 随机 过 程 课程 。 本 书 是 编者 根据 多 年 的 教学 实践 ,在 华 
中 科技 大 学 出 版 社 出 版 的 人 随机 过 程 》( 第 三 版 ) 的 基础 上 ,充实 和 修改 而 编 成 的 。 

本 书 在 工科 大 学 生 已 有 的 数学 知识 基础 上 ,采用 为 工科 学 生 和 工程 技术 人 
员 易 于 接受 的 叙述 方式 , 较 全 面 地 介绍 了 现代 科学 技术 中 常见 的 几 种 重要 的 随 
机 过 程 。 全 书 分 为 四 个 部 分 :预备 知识 和 基本 概念 第 一 章 、 第 二 章 ), 泊 松 过 程 
(第 三 草 ) ,马尔 可 夫 过 程 (第 四 章 、 第 五 音 ) ,平稳 随机 过 程 (第 六 章 、 第 七 草 、 第 八 
半 )。 第 二 、 三 、 四 部 分 相互 独立 ,读者 可 根据 专业 的 需要 ,对 内 容 进行 适当 取舍 。 

本 书 是 为 具有 高 等 数学 、 线 性 代数 、 概 率 论 等 知识 的 高 等 理工 科 院 校本 科 
生 、 研 究 生 或 工程 技术 人 员 学 习 随 机 过 程 编 写 的 , 它 既 可 作为 教材 或 教学 参考 
书 ,也 可 作为 需要 随机 过 程 知 识 的 读者 的 自学 读本 。 

本 书 的 编写 得 到 黄 志 远 教授 的 文 持 与 豆 励 。 高 等 教育 出 版 社 及 编辑 徐 可 同 
志 对 本 书 的 出 版 给 予 了 大 力 的 文 持 和 帮助 ,在 此 说 表示 衷心 感谢 。 
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$1.1 概率 空间 


随机 试验 是 概率 论 的 基本 概念 ,随机 试验 不 同 于 普通 的 试验 ,其 试验 的 结果 
事先 不 能 准确 地 预言 , 且 具 有 如 下 的 三 个 特性 : 

Gd) 可 以 在 相同 的 条 件 下 重复 进行 ; 

Q) 每 次 试验 的 结 末 不 止 一 个 ,但 预先 知 道 试验 的 所 有 可 能 的 结 来 ; 

G) 每 次 试验 前 不 能 确定 哪个 结果 会 出 现 . 

随机 试验 所 有 可 能 结果 组 成 的 集合 称 为 这 个 试验 的 样本 空间 或 基本 事件 空 
间 , 记 为 0.2 中 的 元 素 e 称 为 样本 点 或 基本 事件 , 2 的 子 集 A 称 为 事件 ,样本 
空间 0Q 称 为 必然 事件 , 空 集 好 称 为 不 可 能 事件 . 

由 于 事件 是 集合 , 故 集合 的 运算 (并 、 交 、 差 、 上 极限 、 下 极限 极限 等 ) 都 适用 
es 

在 实际 问题 中 ,我 们 不 是 对 所 有 的 事件 (样本 空间 Q 的 所 有 子 集 ) 都 感 兴 
趣 , 而 是 关心 某 些 事件 (0Q 的 某 些 子 集 ) 及 其 发 生 的 可 能 性 大 小 (概率 ), 从 而 导 
致 c 代数 了 和 上 的 概率 的 概念 . 

定义 1.1 设 0Q 是 一 个 集合 ,元 是 0Q 的 某 些 子 集 组 成 的 集合 族 . 如果 

(17 OE 

Q) 若 AEF 则 A=0\AES 














G) 若 A,En=1;2,… 则 【AE 


则 称 为 go 代数 (事件 域 ) . 2 , 兄 称 为 可 测 空 间 , 丈 中 的 元 素 称 为 事件 . 
由 定义 易 知 : 
M4) GED, 
(5S) 若 A,BE 则 A \ BES 


(6) 若 A,EF,i=1,2,… 则 U 人 A,， 站 A,EY. 
二 i=1 
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定义 1.2 设 (2, 男 是 可 测 空 间 , PC) 是 定义 在 8 上 的 实 值 函数 .如 果 
Gd) 对 任意 AE%0P (A) 过 1; 

Q) P(NQ)=1:; 

(3) 对 两 两 互 不 相 容 事件 A, , A,,… ( 当 i 关 j 时 , A; 门 A;= 2), 有 


PCU A)= > P(A,), 
则 称 P 是 (0, 上 的 概率 , (2 ,克己 ) 称 为 概率 空间 , P(A) 为 事件 A 的 概率 . 
由 定义 易 知 : 
Pl(Y)=0; 
4) 大 A,BE9,ACB, 则 P(B\ A)=P(B) 一 P(A), 即 概率 具有 单调 
(5) 设 A, En=1,2,… 则 





P (UU A,), 若 AlCA,C…， 
A 


17 一 > oo 


Bl sd, 
n= 三 1;2,… 有 
P( 人 4)= I[ PM), 
则 称 和 为 独立 事件 族 . 





$1.2 随机 变量 及 其 分 布 


随机 变量 是 概率 论 的 主要 研究 对 象 , 随机 变量 的 统计 规律 用 分 布 函数 来 描 
述 . 

定义 1.4 设 (Q,F,P) 是 概率 空间 .X=XX(e) 是 定义 在 Q 上 的 实 函 数 ,如 
果 对 任意 实数 z, {e: 义 (e) 达 xXx}EZF 则 称 Xle) 是 上 的 随机 变量 , 简 记 为 随机 
变量 X, 称 

F(x)=P(le:X(e)<r), 一 co< 过 <oco 

为 随机 变量 X 的 分 布 函数 . 

分 布 函数 下 (zx) 上 共有 下 列 性 质 : 

Gd) F(x) 是 非 降 函数 : 即 当 x < 之 zx, 时 ,有 下 (x,) 志 F(x,); 

Q) F(— oo) = lim F(x) =0,F (00) = limF (x) =1; 


G) FCz) 右 连续 , 即 下 CCc+0) = 下 Cr). 

可 以 证 明 , 定义 在 R= (- %%,o) 上 实 值 函 数 政 (x), 铬 具有 上 述 三 个 性 质 ， 
必 存 在 一 个 概率 空间 (2 ,FP) 及 其 上 的 随机 变量 X, 其 分 布 函数 是 F(x). 

在 应 用 中 ,常见 的 随机 变量 有 两 种 类型 :离散 型 随机 变量 和 连续 型 随机 变 





量 . 
离散 型 随机 变量 X 的 概率 分 布 用 分 布 列 描述 : 
p;= P(X= x) k= 111323 


F(z)= DT 


人 


连续 型 随机 变量 X 的 概率 分 布 用 概率 密度 /(4) 描述 , 其 分 布 函 数 
F(z)= | f (1) di. 
常见 随机 变量 的 分 布 参见 表 1 一 1. 
下 面 我 们 讨论 ” 维 随机 变量 及 其 概率 分 布 . 
定义 1.5 设 (2, 歼 已) 是 概率 空间 ,和 =X (Ce)= (X (Ce),…，X (Ce)) 是 定 
义 在 Q 上 的 维 空间 有" 中 取 值 的 向 量 函 数 .如 果 对 于 任意 X= (zz TD) 
ER"”, {e: X, (e)<zx,, X, (e)Zzr, ,KX, (e)Zr,}ER, 则 称 义 =XC(e) 为 n 维 
随机 变量 或 n 维 随机 向 量 , 称 
下 Ge) 三 下 Ts) 
= P(e: X, (er,¥, (ez, ,XX, (e)RZr,), 
X= (Frm ER 
为 随机 变量 X= (X, , X,,…, X, ) 的 联合 分 布 函数 . 
联合 分 布 函数 下 (zx ,x,，…, zx) 其 有 下 列 性 质 : 
Gd) 对 于 每 个 变 元 z; Gi =1,2,…,n) ,下 (x ,Xx,，"…,X,) 是 非 降 函 数 ; 
Q@)Y 对 于 繁 修 相 训 必 三 1 27 让 (0 5 证 有 连续 胸 ; 
G) 对 于 R" 中 的 任意 区 域 (4 ,6 ;…;a,;06,);, 其 中 a, 寺 6,;,i=1,*…,n， 
Plal<X hb,",a, <X,<b,) 




















三 下 (CD ,0b,,"",b,) > Fl(b,,**, b;, 1»a;»0;,1s""", 0b,) 
i=1 


n 
3 
让 Fb, b; 0 0 el 
irj=1 

i<]J 


上 (—1)"F (a CQ” ”CQ ) 之 0; 


n 


(4) lim PF (sy 0 7 12 ， 
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lim P(r sy 


oo fs oe 
1 


可 以 证 明 , 对 于 定义 在 R* 上 具有 上 述 性 质 的 实 函 数 下 (x, zx，*……, Xx, )， 
CT)ER", 必 存在 一 个 概率 空间 02, 殉 忆 ) 及 其 上 的 7 维 随机 变量 
久 = (X73 其 联合 分 布 函 数 为 了 (vy 间 三 
R”. 

在 应 用 中 ,常见 的 n 维 随机 变量 也 有 两 种 类 型 : 离散 型 和 连续 型 ,对 于 非 离 
散 型 非 连 续 型 随机 变量 ,我 们 给 出 一 个 例子 . 

例 1.1 设 随 机 变量 X 的 绝对 值 不 大 于 1; P{X= 一 1}= :PIX=1)= 二 





于 :在 事件 {-1<X<1) 出 现 的 条 件 下 ,X 在 (1,1D) 内 的 任 一 子 区 间 上 的 条 件 
概率 与 该 子 区间 长 度 成 正比 . 试 求 随机 变量 X 的 分 布 函数 下 Cz) =P {X 壹 x}). 
解 ” 由 条 件 知 , 当 x 之 -1 时 下 (x) =0;F(-1D =- 亏 ; 


1 

P{-1<X<1}=1 es 
故 在 {一 1 之 久之 1} 条 件 下 ,事件 {一 1<X 过 x} 的 条 件 概率 为 
2 
Ds 








PTC TX 





于 是 ;对 于 二 1 之 之 坊 有 
P{-1<X<zx}=P{-1<X<zx, -1<X<1) 
SP 
“P{-—-1<X<1) 


ah 5 ey 
2 8 16 


F(x)=P(XZ-1)+P(--1<X<zr) 
Ey We se el a 
8 16 16 














0， TX<—1, 
oe eo a 
16 
下 5 工 之 1 . 


知 随机 问 量 到 一 (X, ， 人 ，， ee 及， ) 的 每 个 分 量 量 X, ;1 三 1,2,'"*,Nn 都 是 离散 
型 随机 变量 , 则 称 入 是 离散 型 随机 向 量 . 
对 于 离散 型 随机 向 量 X= (CX , X,,…,X, ) ,其 联合 分 布 列 为 


$1.3 随机 变量 的 数字 特征 5 


Pr, = P(X, tC 人 = xX,); 
其 中 ZX; EET, 了 1 是 离散 集 ,1 =1,2,…， 2.X 的 联合 分 布 函 数 
下 (yy = 2 Pr, (yi ;Ys Y,)s Gy， 及” 
i 
若 存在 定义 在 R*" 上 的 非 负 函数 Cc, x，，…, xz,) ;对 于 任意 Gy, y,，…，y》 
ER"”, 随 机 向 量 X= (CX ,XXX) 的 联合 分 布 函数 
Py se | ei et ss 2 
则 称 X 是 连续 型 随机 向 量 , f(x , x,，,…, x, ) 称 为 六 的 联合 概率 密度 . 
定义 1.6 设 {X,， te 全 } 是 一 族 随 机 变量 ， 若 对 于 任意 7 之 2 和 ZL 
上 ET,zziizER, 有 








PO, Sr cK r= TT PRE) dD 
则 称 {X,,1E 了 是 独立 的 . 
如 果 {X,,4E€ 是 一 族 独立 的 离散 型 随机 变量 , (1. 1) 式 等 价 于 
PC = zi = = [| PK =z) 
其 中 xz 是 X, 是 任意 可 能 值 ,i=124n 
如 果 {X ze T} 是 一 族 独立 的 连续 型 随机 变量 , 《1.1 式 等 价 于 





Wa (Pi Ty [| fi (x;), 
其 中 ei, (zi 2 7” TX,) 是 随机 问 量 XX. 》 xX, 和 ) 的 联合 概率 密度 ， 
广 ce) 是 随机 变量 X, 的 概率 密度 ,= 12，…，m 


独立 性 是 概率 中 的 重要 概念 .在 实际 问题 中 ,独立 性 的 判断 通常 是 根据 经 验 
或 具体 情况 来 决定 的 . 





$1.3 随机 变量 的 数字 特征 


随机 变量 的 概率 分 布 完全 由 其 分 布 函数 描述 , 但 是 如 何 确定 分 布 函数 却 是 
相当 麻烦 的 .在 实际 问题 中 ,我 们 有 时 只 需要 知道 随机 变量 的 某 些 特征 值 就 够 
可 

定义 1.7 设 随机 变量 X 的 分 布 函 数 为 FCz), 若 | |z1dF Cez)< oo, 则 








称 
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Re | 二 过 


为 X 的 数学 期 望 或 均值 .上 式 右 边 的 积分 称 为 Lebesgue 一 Stieltjes 积分 . 
若 X 是 离散 型 随机 变量 , 分布 列 
ps=P(X=zx,), k=1,2,., 
则 


EX = 2 Tpr. 
若 X 是 连续 型 随机 变量 , 概率 密度 为 f(z), 则 





FEX= | ee 
随机 变量 的 数学 期 望 是 随机 变量 的 取 值 依 概率 的 平均 . 
定义 1.8 设 X 是 随机 变量 , 若 EX? < co, 则 称 DX 一 E (XEX)? 为 X 
的 方差 . 
随机 变量 的 方差 反 映 随 机 变量 取 值 的 离散 程度 
定义 1.9 设 X, 立 是 随机 变量 , EX < oo,EZ2< oo, 则 称 B 一 FEICX 
~ EX) (y- EY) ] 为 义 、Y 的 协 方差 , 称 


d Byy 


Oe 





为 X、 Y 的 相关 系数 . 

者 pxy = 二 0; 则 称 X,Y 不 相关 . 

相关 系数 oxy 表示 X,Y 之 间 的 线性 相关 程度 的 大 小 ,其 特性 为 : 

Cd) |pxy |<1; 

C) |pxy|==1; 表 示 XX 与 Y 以 概率 1 线性 相关 . 

随机 变量 的 数学 期 望 和 方差 具有 如 下 性 质 : 

Gd) 阁 n 维 随机 变量 | ) 的 联合 分 布 函 数 为 FF (xi, Xx;，…， 
zyg(CizZz) 是 7 维 连续 函数 , 则 


Eg ,Xs X= | | g xis Ts TdF (rs Th) 


O) E (aX+bY)=aEX+bEY, 其 中 4a,b 是 常数 ; 
G) 大 对、Y 独立 , 则 EF (XY) = EXEY; 
(4) 若 久 、Y 独立 , 则 刀 (axX+bY)=a DX+b DY, 其 中 a,b 是 常数 ; 
(5) (Schwarz 不 等 式 ) 若 EX < oo, 下 < 之 %, 则 
(EXY)’ < EX EY’; 
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(6) (单调 收敛 定理 ) 若 0 过 X, 人 X, 则 
lim EX, = EX: 
(7) (Fatou 引 理 ) 若 X 三 0, 则 
E QimX,)<limE (X,)<limEX,<E (im X,). 
有 关 的 证 明 可 参考 [5] | 


$1.4 特征 函数 、 母 函数 和 拉 氏 变换 








特征 函数 古 研究 随机 变量 分 布 律 的 一 个 重要 工具 .由 于 分 布 律 和 特征 了 冰 数 
之 间 存 在 一 一 对 应 关系 ,因此 在 知道 随机 变量 的 特征 函数 之 后 ,就 可 以 求 出 它 的 
分 布 律 .用 特征 函数 求 分 布 律 比 直 接 求 分 布 律 容易 得 多 , 而且 特 征 函数 具有 民 好 
的 分 析 性 质 .为 此 ,我 们 首先 介绍 特征 函数 . 
定义 1.10 设 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 忆 (x), 称 
gEC)=| ddFt), -oti<o 


为 X 的 特征 函数 . 
特征 函数 g (7) 是 实 变 量 z 的 复 值 函 数 ,由 于 |e*|=1; 故 随机 变量 的 特征 
当 X 是 离散 型 随机 变量 ,分 布 列 
pe=P(X=x), k=1,2,°, 

















则 


Co 


££ (1) = > ep . 


1 


天 三 
当 X 是 连续 型 随机 变量 ,概率 密度 为 f(x), 则 
g (1) = 国 e”f (rx)dz. 

随机 变量 的 特征 函数 具有 下 列 性 质 : 

Gd) g (0)=1,|g (|<1l,g (71)=g (1). 

Q) g (GD) 在 (- co,co) 上 一 致 连续 . 

G) 知 随 机 变量 X 的 nn 阶 窍 瓦 叉 存在 , 则 X 的 特征 函数 g (可 微分 7 次 ， 
且 当 & 委 7 时 ,有 g ”00) = 让 EX 

Gd) g (是 非 负 定 函 数 . 即 对 任意 正 整 数 ”及 任意 实数 刀 ,1,,…,z, 和 复数 


站 











其 


£2 (7, £,) xz 之 (0. 


k,l=1 
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($5) 若 X,，X,，…,X 是 相互 独立 的 随机 变量 , 则 X=XI+X+…+X 的 
特征 函数 
g(t)= gg, (1) g, Co (1), 
其 中 g, 2) 是 随机 变量 X, 的 特征 冰 数 ,i=1,2,…,n. 
(6) 随机 变量 的 分 布 函数 由 其 特征 函数 惟一 确定 . 
我 们 只 对 人 d),，(GS) 进行 证 明 . 


£2 (7 £,) 之 1 之 1 二 > EF [e'*- OX ]z,z, 


k,l=1 k= 1 .V1 
n 


n 
\ Wi 
= 上 (3 23 ek ze z ) 


| 








=E| S) eh | =0， 
k=1 

所 以 g (7) 是 非 负 定 函数 . 

因为 X, ,XX,，…, XX, 相互 独立 ,所 以 s2 ec 也 相互 独立 ， 

ge SI 
ND 

对 于 7 维 随机 变量 也 可 以 定义 特征 函数 . 

定义 1.11 设 和 = (X,,X,,…,X,) 是 维 随 机 变量 ,t= (4 ,1 ,*…,1,)E€ 
R”, 则 称 





g (1) 一 Ea t,) 全 Ee ee E [exp GV £,X, ) | 
为 X 的 特征 函数 . 
n 维 随 机 变量 的 特征 函数 具有 类 似 于 一 维 随 机 变量 的 特征 函数 的 性 质 . 
例 1.2 设 X 服 从 BG,p), 求 XX 的 特征 函数 g (2) 及 EX、EX’、DX. 
解 X 的 分 布 列 为 
有 
区 二 5S) ex Ce k g ke > (pe) rq" « 


k=0 





一 (pe” gq)” 
由 性 质 知 


EX= -ig 0= -i pe to"| = np; 





EX = (Dg (0)= (— De 站 =npagtnp, 


故 
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DX= 开 X — CEX) = npg. 
例 1.3 设 X~-NGO,1D, 求 X 的 特征 函数 (4). 











人 
解 0O=- 志 | 于 d .2) 
V 2 -am 
由 于 lize“ 于 |=|zle 拉 , 且 -到 -| ze 二 dz<oo, 故 可 对 人.2) 式 右 
V 2 J -= 
端 在 积分 号 下 求 导 ,得 
1 和 1 zz 
=- 地-| ize” 2 dzx= | e™ (一 de 7) 
“ V 2T -~ 2T -~ 
1 tr 到 四 i | te 全 
二 一 一 一 e™” 2 一 e” 2 dz 
V 2 -% 2T J -= 
= — tg (1), 





5 (1) + 1g (1)=0. 











dg C2) 
Er tdt. 
两 边 积分 得 
ln g (1) = -e+e 
故 得 方程 的 通 解 为 
gl) =e d+e 


由 于 g 0) =1, 所 以 <c=0, 于 是 X 的 特征 函数 为 


2 


g (1)=e 
例 1.4 设 随机 变量 X 的 特征 函数 为 gx (1), Y=aX+5,; 其 中 a,6。 为 任意 
实数 ,证 明 Y 的 特征 函数 gy (2) 为 
Sy Sp 
I yt le | 
= le er | le | 
例 1.5 设 随机 变量 Y~N (a,o), 求 Y 的 特征 函数 gy (7). 


22 
t 


解 设 X~-NGO,1D , 则 由 例 1.2 知 X 的 特征 函数 gx (1)=e 7 了, 令 Y=oX 
+4 则 YN(,o). 由 例 1.3 知 ,Y 的 特征 函数 


4 


gy (t) =e"gx (gt) =e*e 3 =e 了 
常见 随机 变量 的 数学 期 望 .方差 和 特征 函数 见 表 1 一 1. 
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表 1-1 





























分 布 分 布 律 或 概率 密度 期 记 特征 函数 
两 点 分 布 P(X=1)= p, P(X=0)= 9g, i 
(0 一 1 分布 ) a 0 

P(X=k)=C po «, | 
二 项 分 布 Cpq (g+ pe”’ )” 
0<p<1,p+ 9q=1,k=0,1,…,n 
ee 
泊 松 分 布 


k=0 1 
P(X=k)= pg ',0<p<1 pe 


儿 何 分 布 
Pt+q=1,k=1,2,… 1— ge 


均匀 分 布 








研究 非 负 整数 值 随机 变量 , 母 函 数 是 非常 方便 的 工具 . 
定义 1.12 设 X 是 非 员 整数 值 随 机 变量 , 分 布 列 
及 三 PCOX=R)，R 三 0 1 ， 


则 称 


el 





ECG = > ps 
k=0 
为 X 的 母 函 数 . 
母 函 数 具 有 以 下 性 质 : 
Q) 非 负 整 数值 随机 变量 的 分 布 列 由 其 母 函 数 惟一 确定 . 
O) 设 PC) 是 久 的 母 函 数 ,车 EX 存在 , 则 
EX = P’ Gd)， (1 .3) 
若 DX 存在 , 则 
DX=P (4)+P’ 4d)- LPG 了. (1.4) 
G) 独立 随机 变量 之 和 的 母 函 数 等 于 母 函数 之 积 . 
Gd) 辱 义 , ,XX,，,… 是 相互 独立 且 同 分 布 的 非 负 整数 值 随机 变量 , N 是 与 X,， 





X,，,… 独 立 的 非 负 整数 值 随机 变量 , 则 Y= Sy Xi 的 母 函数 
H'(S)= GP (s)), (1.5) 
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其 中 GD) PC) 分 别 是 N、X 的 母 函 数 . 


证 (1) P (s) = > prs” 


和 = > pes« 十 5 pys« 9 1 一 0,1，……， 
k=n+l 
上 式 两 边 为 对 ， 求 ， 阶 导数 ,得 
ED yA 


k= n+l1 
令 s=0, 则 P00)=n 1!p,, 故 
p=P™ (0) /n!, 1 二 0,1,，… 


Q) 由 了 PG) = > pes ;所 以 P’ (8) = 3 kpis* !;, 令 s 个 1, 得 
ko 1 


EX= 5S) kp,=P’ (1). 


同 理 可 证 4 .4) 式 . 
(3) 显然 





4) H(S)= >, P(Y=k) 5 


= 2 RY ks [ONS DD) 
l=0 


这 WNPCY SY 
= l= 
NED P(r 


0 k=0 


= > > Xe 


l=0 


= DP PN=DIPGY= GLP (8)1. 


/ 演 


由 公式 4 .3)， a. 5) 可 得 
EY= EN EX.,. (1.6) 
注 : 当 X, 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 时 ,公式 4.6) 仍 成 立 . 
例 1.6 设 商 店 在 一 天 的 顾客 数 N 服从 参数 X=1 000 的 泊 松 分 布 ,又 设 每 
位 顾客 所 花 的 钱 数 X, 服 从 N400,50”), 求 商店 的 日 销售 额 Z 的 平均 值 . 
解 ” 由 条 件 知 EN =1 000, EX =100, 故 由 41.6) 式 
EZ= EN* EX, =1 000x100= 100 000 Gi). 
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$1.5 nn 维 正 态 分 布 





正 态 分 布 在 概率 论 中 扮演 极为 重要 的 角色 .一 方面 ,由 中 心 极 限定 理 知 实际 
中 许多 随机 变量 服从 或 近似 地 服从 正 态 分 布 . 另 一 方面 , 正 态 分 布 具 有 民 好 的 分 
析 性 质 . 下 面 我 们 讨论 ” 维 正 态 分 布 . 

定义 1.13 若 ” 维 随机 变量 X= (X, ，X，…X) 的 联合 概率 密度 为 

Fe 














pe EE, 
-i By | 2 | 
二 用 全 三 (aa 0 ) 是 常 回 量 , B = (5;) ,x 是 正定 算 阵 ， 则 称 X 为 n 维 正 


态 随 机 变量 或 服从 维 正 态 分 布 , 记 作 和 一 Na, 了 8). 
可 以 证 明 , 若 和 ~NCa,B), 则 的 特征 函数 





iat 一 Bt 


g(t)=g(ti,t, "1,)=e 
为 了 应 用 的 方便 ,我 们 不 加 证 明 地 给 出 如 下 常用 的 儿 个 结论 . 
性 质 1 夺 XX~N(a,B), 则 EX, =a Bxx = bark,l=1,2,.",n 
性 质 2 设 X~N(a,B),Y= XA, 各 A BA 正定 , 则 Y~N (aAh,A’BA). 
即 正 态 随机 变量 的 线性 变换 仍 为 正 态 随 机 变量 . 
性 质 3 设 X= (X,,X,, XX,, XX,) 是 四 维 正 态 随机 变量 , EX, =0,k=1,2， 
3,4, 则 
ECX, X, X, X,)=E(X, XECX,X,)+ECX, X,)ECX, X,)+ 
E(xX, X,)E (xX, xX,). 








$1.6 条 件 期 望 


设 X、Y 是 离散 型 随机 变量 ,对 一 切 使 P{Y= y}>0 的 y,; 定 义 给 定 Y=y 
时 , X 的 条 件 概率 为 
三 {X= 工 | Y= vy}= 
给 定 Y= y 时 ,XX 的 条 件 分 布 函数 为 
站 (| 询 且 (二 | Y= 
而 给 定 Y= y 时 ,XX 的 条 件 期 望 为 


ECXIY=W= | xdF (rly)= 5\ zpP{X=z|Y=y). 


这 


P{X=% YS 
P{lY= ~y} , 
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若 X、 Y 是 连续 去 型 随机 变量 , 其 联合 概率 密度 为 f(x,y), 则 对 一 切 使 
fy (y) 宇 0 的 y, 给 定 Y= y,XX 的 条 件 概率 密度 定义 为 


fs 
flrx|y)= pe 


给 定 Y= y 时 ,XX 的 条 件 分 布 函 数 为 

六 | 访 三 思 ( 久 这 | Y= 和 二 | Psd 
而 给 定 Y= y 时 , X 的 条 件 期 望 定 义 为 

E(X|Y=»y)= | ee | ee 


由 此 可 见 , 除 了 概率 是 关于 事件 {Y= y} 的 条 件 概 率 以 外 ,现在 的 定义 与 无 条 件 
的 情况 完全 一 样 . 

天 CXIY=y) 是 y 的 函数 ,y 是 Y 的 一 个 可 能 值 . 奉 在 已 知 Y 的 条 件 下 ,全 
面 地 考虑 X 的 均值 ,需要 以 Y 代替 y, F(X|Y) 是 随机 变量 Y 的 函数 ,也 是 随 
机 变量 , 称 为 X 在 Y 下 在 的 条 件 期 望 . 

条 件 期 望 在 概率 论 、 数 理 统计 和 随机 过 程 中 是 一 个 十 分 重要 的 概念 ,下面 我 
们 介绍 一 个 极其 有 用 的 性 质 . 

性 质 ” 若 随机 变量 X 与 Y 的 期 望 存在 , 则 














EX=EIECGID]= | ECX| Y= dPFy ). .7) 
如 果 YY 是 离散 型 随机 变量 , 则 (1.7) 式 为 
We (1.8) 
如 果 Y 是 连续 型 随机 变量 , 具有 概率 密度 fy); 则 Gd.7) 式 为 
EX= oe dl amy (1.9) 


证 我们 仅 对 义 与 Y 都 是 离散 型 随机 变量 证 明 4.9) 式 . 
SECX|IY=yP{Y=y} 


SI 
= VX Y= yw PPXSorY=y) 
= YP{X=%)= EX, 证 毕 . 


从 4 .7) 式 我 们 看 到 , EX 是 给 定 Y=y 时 ,X 的 条 件 期 望 的 一 个 加 权 平 均 
值 ,每 一 项 下 (CRIY= 沁 所 加 的 权 是 其 作为 条 件 事件 的 概率 .公式 (1.7) 也 称 为 
全 期 望 公式 ,是 计算 随机 变量 数学 期 望 的 一 种 重要 方法 . 

先 对 一 个 适当 的 随机 变量 取 条 件 , 不 仅 使 我 们 能 求 得 期 望 ,也 可 以 用 这 种 方 
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法 计算 事件 的 概率 . 设 A 为 一 个 任意 事件 , A 的 示 性 函数 
1， e€A, 
I (e) = yy 
二 值 随机 变量 .显然 
E (I (e)) = P(A), 
El(Isle |lY=y=P(A|Y= 
对 任意 的 随机 变量 Y, 所 以 由 .7) 式 我 们 有 


BAS= | PA Y= y dPy CY 


特别 , 若 B,,k=1,2,…,n 为 互 不 相 容 的 事件 , 【B= ,定义 离散 型 随 
k=1 
机 变量 
Y (Ce) = 有 &，, 行 e€EB,;,k=1,2,."…,n, 
则 得 到 (4.8) 式 的 离散 形式 


0 


-了 P(A|B)P(B,). 


上 式 即 为 概率 中 的 全 概率 公式 . 

例 1.7 设 商场 一 天 内 的 顾客 到 达 人 数 N 是 参数 为 4 的 泊 松 随机 变量 , 每 
个 顾客 在 该 商场 的 消费 是 相互 独立 的 .其 消费 金额 (元) 部 服从 [0,aj 上 的 均匀 
分 布 , 求 商场 一 天 的 平均 营业 额 . 

解 记 X 为 商场 一 天 的 营业 额 , Y; 为 第 i 个 顾客 在 商场 的 消费 金额 ,; = 1， 





N 
2,…,N;, 则 义 = > Ye 


pi 
PONS k=0,1,., 


由 .8) 式 


= EQN DP 


= IN= APON = 及) 


=0 i=1 


SE(S Y IPN=&) 
k=0 2 
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= 5) keEY,*PN=k) 


k=0 
=EY,* Sk*P(N=k) 
k=1 
= EY,*EN= 序 a (元 让 
例 1.8 (选票 问题 ) 在 一 次 选举 中 ,候选 人 A 得 到 nn 张 选票 ,而 候选 人 也 








得 到 xx 张 选票 ,其 中 n> m, 假 定 选 标的 一 切 排 列 次 序 是 等 可 能 的 , 证明: 在 计 
昧 过程 中 , A 的 票数 始终 领先 的 概率 为 (x 一) /t+ m). 


证 记 所 求 概率 为 已 ,，. 以 得 到 最 后 那 张 选票 的 候选 人 为 条 件 ,我们 有 
P,.,, 二 P(A 始终 领先 | A 得 到 最 后 一 票 }P {A 得 到 最 后 一 村 } 
+ P{A 始终 领先 |B 得 到 最 后 一 票 }P {B 得 到 最 后 一 票 】 


=P{A 始终 领先 | A 得 到 最 后 一 票 } 一 


nim 























+ P(A 始终 领先 | B 得 到 最 后 一 票 } 一 至- 
注意 到 ,在 A 得 到 最 后 一 票 的 条 件 下 , A 始终 领先 的 概率 与 A 得 到 (x - 1) 票 而 
B 得 到 mm 张 票 的 概率 是 一 样 的 .在 B 得 到 最 后 一 票 的 条 件 下 , 可 得 类 似 的 结 
果 . 于 是 








A RA i G .10) 


十 IT ” nt+m 下风 
下 面 ,我 们 用 归纳 法 ,对 n+ m 进行 归纳 ,证 明 


je 全 Gd .11) 


” 7 十 71 
当 n+m=1 时 ,Pi,,==1, 结 论 为 真 .假设 n+ m= 时 .1D) 式 成 立 , 则 当 ++ 
m 三 k++1 时 ,由 .10) 式 及 归纳 假设 有 


B= 7 一 工 一 7 m 2 一 二 1 nm 
xm n+mn-l+m ntmanti+m—-1l 7 二 7 




















证 党， 

例 1.9 (匹配 问题 ) 设 有 个 人 ,把 他 们 的 帽子 混在 一 起 后 ,每 个 人 随机 地 
选 一 顶 , 求 恰好 有 有 个 人 选 到 自己 帽子 的 概率 . 

解 ” 记 下 为 全 不 匹配 这 一 事件 , M 为 第 一 个 人 选 到 自己 的 帽子 这 一 事件 ， 
M 为 第 一 个 人 没有 选 到 自己 的 帽子 这 一 事件 , 令 

P,=P(E), 
则 P, 与 n 有 关 . 由 全 概率 公式 我 们 有 
P,=P(E)=PEIMPOD+PEIMP WW). 
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由 于 P(E|M) ==0, 从 而 





预备 知识 


(1.12) 


现在 PCGEIM) 是 2 -1 个 人 从 ?2 -1 项 帽 子 中 各 取 一 顶 都 不 匹配 的 概率 , 其 中 
有 一 个 人 的 帽子 不 在 这 n 一 1 顶 帽 子 中 .此 事件 由 两 个 互 不 相 容 的 事件 组 成 .一 
个 事件 是 都 不 匹配 量 多 余 的 那个 人 ( 即 其 帽子 已 给 第 一 个 人 取 走 的 那个 人 ) 未 能 





选中 多 余 的 帽子 即 第 一 个 选取 人 的 帽子 ), 另 一 个 事件 是 都 不 匹配 但 多 余 
选取 到 了 多 余 的 帽子 .前 一 个 事件 的 概率 是 P,, ,因为 可 以 将 多 余 


为 多 余 的 人 的 . 由 于 第 二 个 事件 的 概率 是 一 已， ,我 们 有 





P(EIM)=P, ,+ 
于 是 , 从 4.11) 式 得 











ee 
n n 
或 等 价 地 
1 0 
n 
由 于 P, =0, P, = 方 ,于 是 由 (1.13) 式 得 
A = PP cl 1 
P,—P, a 让 
所 以 
二 让 
六 二 有 一 3 
一 般 地 ,我 们 有 
和 (—1)” 
lA 
对 于 固定 的 个 人 ,只 有 他 们 选中 自己 的 帽子 的 概率 为 


| nh! 
下 Tv 站 上 








的 人 


的 帽子 看 作 


(1.13) 


其 中 已 ,是 其 余 n 一 个 人 从 他 们 自 己 的 那些 帽子 中 选取 但 全 不 匹配 的 概率 ， 


k 个 人 的 选择 法 有 C 种 ,所 有 恰 有 个 匹配 的 概率 是 


( k) 1 11 1 (—1)” 
a 





Ce 
当 充分 大 时 上 式 近 似 地 等 于 @! 


Dl Bl Gh 
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$2.1 随机 过 程 的 基本 概念 


初等 概率 论 研究 的 主要 对 象 是 一 个 或 有 限 个 随机 变量 (或 随机 向量 ), 虽然 
有 时 我 们 也 讨论 了 随机 变量 序列 ,但 假定 序列 之 间 是 相互 独立 的 . 随 着 科学 技术 
的 发 展 ,我 们 必须 对 一 些 随机 现象 的 变化 过 程 进行 研究 ,这 就 必须 考虑 无 穷 个 随 
机 变量 ; 而且 解决 问题 的 出 发 点 不 是 随机 变量 的 N 个 独立 样本 , 而 是 无 穷 多 个 
随机 变量 的 一 次 具体 观测 .这 时 ,我 们 必须 用 一 族 随 机 变量 才能 刻画 这 种 随机 现 
象 的 全 部 统计 规律 性 .通常 我 们 称 随 机 变量 族 为 随机 过 程 . 

例 2.1 生物 群体 的 增长 问题 .在 描述 群体 的 发 展 或 演变 过 程 中 , 以 X, 表 
示 在 时 刻 t 群体 的 个 数 , 则 对 每 一 个 1,X, 是 一 个 随机 变量 .假设 我 们 从 :=0 开 
台 每 隔 24 小 时 对 群体 的 个 数 观 测 一 次 , 则 {X,,z=0,1,…} 是 随机 过 程 . 

例 2.2 某 电 话 交 换 台 在 时 间 段 [0,zj] 内 接 到 的 呼唤 次 数 是 与 1 有 关 的 随 
机 变量 XG) ,对 于 固定 的 +, XG2) 是 一 个 取 非 负 整 数 的 随机 变量 . 故 {X (4) ,ztE 
[0, co)} 是 随机 过 程 . 

例 2.3 在 天 气 预报 中 , 若 以 X 表示 某 地 区 第 上 次 统计 所 得 到 的 该 天 气 最 
高 气温 , 则 X, 是 随机 变量 .为 了 预报 该 地 区 未 来 的 气温 ,我 们 必须 研究 随机 过 程 
{X, ,=0,1…)} 的 统计 规律 性 . 

例 2.4 在 海 瀛 分析 中 ,需要 观测 某 固定 点 处 海平 面 的 垂直 振动 . 设 X (1) 
表示 在 时 刻 t 该 处 的 海平 面相 对 于 平均 海平 面 的 高 度 , 则 X (4) 是 随机 变量 ,而 
{X(G),zE [0o,co)} 是 随机 过 程 . 

以 上 例子 说 明 , 必须 扩大 概率 论 的 研究 范围 ,讨论 随机 过 程 的 有 关 性 质 .为 
此 ,我 们 给 出 随机 过 程 的 一 般 定 义 . 

定义 2.1 设 (Q,9,P) 是 概率 空间 ,人 本 是 给 定 的 参数 集 , 若 对 每 个 1: ET， 
有 一 个 随机 变量 X Ce) 与 之 对 应 , 则 称 随机 变量 族 {X (Ce),zET} 是 
4G2 ,天 P) 上 的 随机 过 程 , 简 记 为 随机 过 程 {X(CD ,ET). 工 称 为 参数 集 .通常 
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表示 时 间 . 

通常 将 随机 过 程 {X CD,zET)} 解 释 为 一 个 物理 系统 . X (1) 表 示 系 统 在 时 
刻 上 所 处 的 状态 .X (的 所 有 可 能 状态 所 构成 的 集合 称 为 状态 空间 或 相 空间 ， 
记 为 工 . 

值得 注意 的 是 参数 1 可 以 指 通常 的 时 间 , 也 可 以 指 别 的 ; 当 /上 是 向 量 时 , 则 
称 此 随机 过 程 为 随机 场 .为 了 简单 起 见 , 我 们 以 后 总 是 假设 TCR= (- co, co). 

从 数学 的 观点 来 说 ,随机 过 程 {X G4,e),z1ET} 是 定义 在 TxQ 上 的 二 元 函 
数 .对 固定 的 +,X(z,e) 是 (0Q,9F,P) 上 的 随机 变量 ;对 固定 e,XX(z,e) 是 定义 在 
下 上 的 普通 函数 , 称 为 随机 过 程 {XCGe),zET) 的 一 个 样本 函数 或 轨道 ,样本 

函数 的 全 体 称 为 样本 函数 空间 . 

根据 参数 人 及 状态 空间 工 是 可 列 集 或 非 可 列 集 , 可 以 把 随机 过 程 分 为 以 下 
四 种 类 型 : 

1 工 和 了 都 是 可 列 的 ; 

2° 不 非 可 列 , 工 可 列 ; 

3" 下 可 列 , 工 非 可 列 ; 

4 下 和 T 都 非 可 列 . 

参数 集 下 可 列 ( 即 二 ,3" 情 形 ) 的 随机 过 程 也 称 为 随机 序列 或 时 间 序 列 , 一 
般 用 {X, ,=0, 寺 1 土 2,…} 表 示 . 状 态 空间 工 可 列 ( 即 二 ,2 情形 ) 的 随机 过 程 
也 称 为 可 列 过 程 .显然 例 2.1 至 例 2.4 分 别 对 应 于 上 述 王 一 4 的 

随机 过 程 的 分 类 , 除 上 述 按 参数 集 人 与 状态 空间 了 工 是 否 可 列 外 ,还 可 以 进 
一 步 根据 X, 在 不 同时 刻 刀 六，… 志 所 对 应 的 随机 变量 X (4 ), XX (CD )，…， 
XG ) 之 间 的 概率 关系 进行 分 类 , 如 独立 增 量 过 程 、 马 尔 可 夫 过 程 、 平 稳 过 程 和 
缺 过 程 等 ,我 们 将 在 后 面 各 章 予 以 详细 介绍 
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研究 随机 现象 ,主要 是 研究 它 的 统计 规律 性 .我 们 知道 ,有 限 个 随机 变量 的 
统计 规律 性 完全 由 它们 的 联合 分 布 函 数 所 刻画 .由 于 随机 过 程 可 视 为 一 族 (一般 
是 无 穷 多 个 ) 随 机 变量 ,我 们 是 否 也 可 以 用 一 个 无 穷 维 联合 分 布 函 数 来 刻画 其 统 
en 性 呢 ?” 由 概率 论 的 理论 可 知 ,使 用 无 穷 维 分 布 函 数 的 方法 是 行 不 通 的 ,可 

行 的 办 法 就 是 采用 有 限 维 分 布 函 数 族 来 刻画 随机 过 程 的 统计 规律 性 . 

定义 2.2 设 X= {X(),tET} 是 随机 过 程 ,对 任意 n 宇 1 和 ,1z,，…， 

t, ET, 随 机 向 量 (X Gz ); 久 必 ,),…, 义 (1,)) 的 联合 分 布 函 数 为 
ee (zi XT,) = PX (Zr XZ,}. Q.1) 
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这 些 分 布 函数 的 全 体 
F= Ch tg (CT 之 Q.2) 
称 为 Xr = {X,,zET} 的 有 限 维 分布 函 数 族 . 
显然 ,随机 过 程 Xr = {X (z),t€ET} 的 有 限 维 分 布 函 数 族 FF 具有 如 下 性 质 : 
Q) 对 称 性 对 于 人 ,to，… ,6} 的 任意 排列 { ,7 ，*…, } 








a CT 二 th as AT ) ; 
烛 n 1 n 


Q) 相 容 性 当 m<n 时 


上 (x) ”7 ， 2 = 人 (x) 和 oo ) ‘ 


反之 ;对 给 定 的 满足 对 称 性 和 相 容 性 条 件 的 分 布 函数 族 正 ,是否 一 定 存在 一 个 以 
作为 有 限 维 分 布 水 数 族 的 随机 过 程 呢 ?” 这 束 是 随机 过 程 的 存在 性 定理 要 回答 
的 问题 . 

定理 2.1 (Kolmogorov 存在 定理 ) 设 已 给 参数 集 人 及 满足 对 称 性 和 相 容 
性 条 件 的 分 布 函数 族 正 , 则 必 存 在 概率 空间 (2 , 殉 已 ) 及 定义 在 其 上 的 随机 过 程 
{XC(),tET}, 它 的 有 限 维 分 布 函 数 族 是 下. 

科 尔 英 胡 罗 大 定 理 是 随机 过 程 理论 的 基本 定理 , 它 是 证 明 随 机 过 程 存在 性 
的 有 力 工 具 . 值 得 注意 的 是 存在 性 定理 中 的 概率 空间 (Q,9,P) 和 {X,,tET} 的 
构造 并 不 惟一 . 

科 尔 英 戈 罗 夫 定理 说 明 , 随 机 过 程 的 有 限 维 分 布 函 数 族 是 随机 过 程 概率 特 
征 的 完整 描述 . 由 于 随机 变量 的 分 布 函 数 和 特征 函数 的 一 一 对 应 关系 , 随机 过 程 
的 概率 特征 也 可 以 通过 随机 过 程 的 有 限 维 特征 函数 族 

B= {ge (0101s Obs tis ts E Ts n>1) 


来 完整 地 描述 ,其 中 






































人 E (expfy OX G0)}). 
在 实际 中 ,要 知道 随机 过 程 的 全 部 有 限 维 分 布 函 数 族 是 不 可 能 的 , 因此 , 人 
们 往往 用 随机 过 程 的 某 些 统计 特征 来 取代 F. 随 机 过 程 常用 的 统计 特征 定义 如 
下: 
定义 2.3 设 Xi= {XQ),tET} 是 随机 过 程 ,如 果 对 任意 1 € 芽 , EX (z) 
存在 , 则 称 函 数 


OR 





0 
为 Xj 的 均值 函数 . 
若 对 任意 1 € 本, EE (X (7)? 存在 , 则 称 X7 为 二 阶 和 矩 过 程 , 而 称 Bx (s，, 7) 
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三 E[(X G3) 一 mx (9)) (X (4) -mxG))]szET 为 和 的 协 方差 函数 . 称 
站 
为 Xr 的 方差 函数 . 称 
Rx (Cs;1)=ELXCG)XG)], s,i1ET 
为 Xr 的 相关 函数 . 
由 Schwarz 不 等 式 知 , 二 阶 窍 过 程 的 协 方差 函数 和 相关 函数 一 定 存在 , 且 有 
下 列 关 系 : 





Bx Cs»,1) = Rx (Cs;1) — nx (s) mx (t), Q.3) 
特别 , 当 Xj 的 均值 函数 jx (1)=0, 则 Bx Gs ,1) = Ry (s,1). 
均值 函数 mxx (7) 是 随机 过 程 {X (2) ,+tET} 在 时 刻 z 的 平均 值 ,方差 函数 
Dx (2) 是 随机 过 程 在 时 刻 1 对 均值 mx (2) 的 偏离 程度 , 而 协 方差 函数 Bx (s,7) 
和 相关 函数 RC, 让 则 反映 随机 过 程 {X (2),zET} 在 时 刻 s 和 时 的 线性 相 
关 程 度 . 
例 2.5 设 随 机 过 程 
X(t)= Yeos (Ot) + Zsin(0), 41>0, 
其 中 , Y、Z 是 相互 独立 的 随机 变量 , 且 EY = EZ =0,DY= DZ=o, 求 {X (1)， 
t 之 0} 的 均值 函数 mx (1) 和 协 方差 函数 Bx G(s,7). 
解 ” 由 数学 期 望 的 性 质 
EX (+) = ELYcos 0) + Zsin (0:) |] 
= cos (01) EY + sin (Qt) EZ =0. 























因为 Y 与 Z 相互 独立 , 故 
Bx GCs;11) = Ry Cs,1)= ELX(CG) KX) 

= ELYcos(0s) + Zsin (0s) ]LYcos CO) + Zsin CO) | 

= cos (Os) cos (QO) E CY ) + sin (Os)sin (1) E (7) 

=0 C8370 

例 2.6 设 随机 过 程 
X()=Y+Zt, 1>0, 

其 中 Y,Z 是 相互 独立 的 N 0O,1) 随 机 变量 , 求 {X (2) ,zt>>0} 的 一 、 二 维 概 率 密 度 
族 . 











解 ” 由 于 YY 与 Z 是 相互 独立 的 正 态 随机 变量 , 故 其 线性 组 合 仍 为 正 态 随机 
变量 ,要 计算 {X (z),zt>>0} 的 一 、 二 维 概率 密度 ,只 要 计算 数字 特征 myx (z)， 
Dx (2), ox (s，t) 即 可 . 

mx (t)=E(Y+Z)= EY+1#hEZ=0, 
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Dx (2)=D(Y+Zt)=DY+¢t DZ=1+7, 
Bx (s;7) = EX (sO XH) — mx Cs) mx (7) 
=E(Y+Zs)(Y+2Z) 
三 1 十 St， 
Bx (Cs,1) 1+st 
DR De sy Ce) Cy) 
故 随机 过 程 {X, ,上 >0} 的 一 二 维 概率 密度 分 别 为 





Ox (s, 1) = 








加 1 Xx 
f= jy) 上 之 0， 


fi (x1 X12) = 2 


2 





ea 
Ee 


之 1 之 2 


多 
J (+ )Qd+z) 





exp 


| ss;t>0, 
其 中 go 主 OR (8377. 

在 实际 问题 中 ,有 时 需要 考虑 两 个 随机 过 程 之 间 的 关系 .例如 ,通信 系统 中 
言 号 与 干扰 之 间 的 关系 .此 时 ,我 们 采用 互 协 方差 函数 和 互相 关 水 数 来 描述 它们 
之 间 的 线性 关系 . 

定义 2.4 设 人 人 GD,iET},{7G)szeET} 是 两 个 二 阶 矩 过 程 , 则 称 

人 

为 {XCGDET) 与 1 (4) ,1E€ET} 的 互 协 方差 函数 , 称 


Ry (12)——E[X () Y (4)] 
为 {X (2) ,1ET} 与 {Y 4),1E€ET} 的 互相 关 函 数 . 
如 果 对 任意 szET, 有 BavG,i)=0, 则 称 { 人 人 GET 与 人 (YET} 
互 不 相关 . 
显然 有 
Bxy (837) = Ryy (831) — mx (5s) my (2). Q.4) 
例 2.7 设 有 两 个 随机 过 程 XCD)=g G+s) 和 YYG)=g (z+e), 其 中 
gi GD 和 g (GD) 都 是 周期 为 工 的 周期 方 波 ,e 是 在 (0,L) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 
变量 . 求 互 相关 函数 Rxy (4 ,t+ zt) 的 表达 式 . 
解 ” 由 定义 
Ryy (tst+7r)=ELX(G)Y(+7)] 
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主 丰 此 疡 (1 + €) po， (1:+t+e)] 


=| gtr)g Gtrtz)f (dr 
1 L 

= 革 | gi (t+ rx)g, (t+rtt+ rdr. 

令 w=L+Zz, 利 用 5 GD 和 eg (7) 的 周期 性 ,我 们 有 


1 区 


tL 
Re (t+ r= 工 | gi (Vv) g, (V+ rT) dv 


让 
= 工 | gi1 (Vv) g, (V+ TI dv. 


例 2.8 设 久 (2) 为 信号 过 程 ,Y (7) 为 噪声 过 程 . 令 WCG)= XG()+Y()， 
则 W (2) 的 均值 函数 为 
mw (t) = mx (1) + my (1), 
其 相关 函数 为 
Ryw (Cs;1)=ELX(C)+Y(C) [XG)+ YC) 
=ELX(}XG) +ELX()Y()) 
+ELY GIX(CG) +ELY CY (2)] 
= Ry (Cs;1) + Ryy C37) + Ryx Gs,1) + Ry (Gs,1). 
上 式 表 明 两 个 随机 过 程 之 和 的 相关 函数 可 以 表示 为 各 个 随机 过 程 的 相关 函 
数 与 它们 的 互相 关 函 数 之 和 .特别 , 知 两 个 随机 过 程 的 均值 函数 恒 为 零 且 互 不 相 
关 时 ,有 





Ry Cs,1) = Ry (s,1) + Ry (s,1). 


$2.3 复 随 机 过 程 








工程 中 , 常 把 随机 过 程 表示 成 复数 形式 来 进行 研究 .下 面 我 们 讨论 复 随 机 过 
程 的 概念 和 数字 特征 . 

定义 2.5 设 {X,,1ET},{Y,;t1ET} 是 取 实 数值 的 两 个 随机 过 程 , 若 对 任 
意 1ET 

Z, = X, +iY,, 

其 中 i=v =-1, 则 称 {Z ,zzET)} 为 复 随机 过 程 . 

当 {X,,tET} 和 {Y,,t€ET} 是 二 阶 矩 过 程 时 ,其 均值 函数 、 方 差 函 数 、 相 关 
函数 和 协 方差 函数 的 定义 如 下 : 

mz (t) =E(Z,)= EX, +iEY,, 
D; 4)= EL|Z, ~ mz (| 
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= EL(Z,— my (2)) (7,— mz CD))]， 
R Cs,1) = ELZZ,)], 
Bz (Cs;1)= EL(Z, -77 (5)) (2,— mz (4)) 1]. 





由 定义 , 易 见 
Byz (Gs;1)= Ry(s,1)— my (s) mz (1). 
复 随 机 过 程 的 协 方 詹 函数 具有 如 下 乍 要 性 质 . 
定理 2.2 复 随机 过 程 {X, ,+E 人 全} 的 协 方差 函数 BC(s,z) 上 共有 性 质 
GdG) 对 称 性 : B Gs ,7) = BG,s); 
@) 非 负 定性 :对 任意 t;, ET 及 复数 a,,i=1,2,…,n,n 宇 1, 有 


> BGC,,1)aa;20. 


证 4) BGs,t)= ELCX,-m(s)) CX,— m())] 
=ELCX,— m(s)) (X,— m (2))1] 
= B(,s). 

QF SB Ua 


1,]=1 


=E{5) | 


[| 


=E|>, (Nh (1,)) a， | =0. 
i 





例 2. 9 设 复 随 机 过 才 程 Z, = 于 2 X， e 人 ‘, + 宇 0， 其 中 入 i， SO 


独立 的 ， 且 服 从 NO, o4) 的 随机 变量 ， TI» TW ，””，》 w, 是 常数 ， 求 {Z,,， t 宇 0} 的 均 
值 冰 数 mx. (z) 和 相关 函数 R (s ,2). 








解 mt) =E(Z,)= EILY X,e™’ |=0, 
ko1 
R's27) = EZZ) SE [六 Xe Sy) Xe ] 
k=1 k=1 


> FE CR XE wl) 


k,l=1 


= > E CX Ve 21) 


n 
\ 2: io (s— 1) 
所 


k=1 


24 第 二 章 ”随机 过 程 的 概念 与 基本 类 型 


两 个 复 随机 过 程 {X,}, {Y,} 的 互相 关 函 数 定义 为 
Ryy (s,1)=EF (X.Y,) gy 





互 协 方差 函数 定义 为 
Bxy C371) = ELX,— mx Cs) jlY,— my (2)]. 





$2.4 儿 种 重要 的 随机 过 程 


随机 过 程 可 以 根据 参数 空间 .状态 空间 是 离散 的 ,还 是 非 离散 的 进行 分 类 ， 
也 可 以 根据 随机 过 程 的 概率 结构 进行 分 类 . 下面 我 们 简单 地 介绍 几 种 常用 的 随 
机 过 程 . 
一 、 正 交 增 量 过 程 

定义 2.6 设 {X 2),t1ET} 是 零 均值 的 二 阶 算 过程, 若 对 任意 的 1 之 zi, 过 
ET 有 








PIX ts (XX 0; Q.5) 
则 称 XQ) 为 正 交 增 量 过 程 . 
由 定义 知 , 正 交 增 量 过 程 的 协 方 蕾 函数 可 以 由 它 的 方差 确定 .事实 上 ,不 妨 
设 了 全 [435] 汶 有限 区 间 s 且 规定 六 (07=0; 取 -二 三 By 访 全 三 训 汪 庆 乱 则 当 
a<sS<i<p 时 ,有 
BLX Ct) (XR (= 0] 
=E[(X()—-X(a)) XG) -XC()) 1=0, 











故 
By C531) = Ry C331) — mx CG) mx (CD) = Ry (Gs,1) 
=E[X()XG)]=E[XCG) (XG)— XC()+XRG))] 
=E[X(OX = (IELXG X00 
= ox (5). 
同 理 75 当 十 > >Y>& 肝 > 有 有 
Bx (Cs;,1) = Ry (s,1) = 0o% (1), 





于 是 
Bx (s;1) = Rx (Cs,1)= ox (min(s,1)). 


二 、 独 立 增 量 过 程 


定义 2.7 设 {X(z),1€T} 是 随机 过 程 , 若 对 任意 的 正 整 数 n 和 7 < 
之 … 之 1 ET, 随机 变量 义 G,) 一 GD) ,XG) 一 CG), XG) XX,.1) 
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是 相互 独立 的 , 则 称 {X (4) ,t+ET} 是 独立 增 量 过 程 , 又 称 可 加 过 程 . 

这 种 过 程 的 特点 是 : 它 在 任何 的 不 相 重 着 的 时 间 间 隔 上 过 程 状态 的 改变 是 
相互 独立 的 .实际 中 ,如 服务 系统 在 某 段 时 间 间 隔 内 的 “顾客 ” 数 ,电话 传呼 站 电 
话 的 “呼叫 ” 数 等 均 可 用 这 种 过 程 来 描述 .因为 在 不 相 重 车 的 时 间 间 阳 内 ,来 到 的 
“顾客 ” 数 , “呼叫 ” 数 都 是 相互 独立 的 . 

正 交 增 量 过 程 与 独立 增 量 过 程 都 是 根据 不 相 重 登 的 时 间 区 间 上 随机 过 程 增 
量 的 统计 相依 性 来 定义 的 ,前 者 增 量 是 互 不 相关 ,后 者 增 量 是 相互 独立 .显然 , 正 
交 增 量 过 程 不 是 独立 增 量 过 程 ; 而 独立 增 量 过 程 只 有 在 二 阶 和 矩 存在 , 且 均 值 函数 
恒 为 零 的 条 件 下 是 正 交 增 量 过 程 . 

定义 2.8 设 {X ,1€ET} 是 独立 增 量 随机 过 程 , 阁 对 任意 ;之 1, 随 机 变 
量 XG)-XC) 的 分 布 仅 依 赖 于 上 ->, 则 称 {X CD,zET) 是 平稳 独立 增 量 过 
程 . 

例 2.10 考虑 一 种 设备 ( 它 可 以 是 灯泡 :汽车 轮胎 或 某 种 电子 元 件 ) 一直 使 
用 到 损坏 为 止 , 然 后 换 上 同类 型 的 设备 .假设 设备 的 使 用 寿命 是 随机 变量 , 记 作 
X, 则 相继 换 上 的 设备 寿命 是 与 X 同 分 布 的 独立 随机 变量 XI ，X,，…, 其 中 X 
为 第 个 设备 的 使 用 寿命 . 设 N (7) 为 在 时 间 段 [0, zj 内 更 换 设 备 的 件数 , 则 
{INQ),t 宇 0} 是 随机 过 程 . 对 于 任意 0<4 <<…<i;NGD,NG,)-— NG ),*…， 
N (4,) 一 NN (z,_1) 分 别 表示 在 时 间 段 [0, zj]; [zi ;zj，…, [i,_13zj 更 换 设 备 的 
件数 ,可 以 认为 它们 是 相互 独立 的 随机 变量 ,所 以 , {N (7),t 宇 0} 是 独立 增 量 过 
程 .另外 ,对 于 任意 sS< 二 N, 一 NN, 的 分 布 仅 依赖 于 1 一 s, 故 {N (4),t 宇 0} 是 平稳 
独立 增 量 过 程 . 

例 2.11 考虑 液体 表面 物质 的 运动 . 设 X (表示 巧 浮 在 液 面 上 微粒 位 置 
的 横 举 标 , 则 {X (zz) ,zt 宇 0} 是 随机 过 程 . 由 于 微粒 的 运动 是 大 量 分 子 的 随机 碰撞 
引起 的 , 因此, {X (2) ,t 宇 0} 是 平稳 独立 增 量 过 程 . 

平稳 独立 增 量 过 程 是 一 类 重要 的 随机 过 程 ,后 面 将 提 到 的 维 纳 过 程 和 泊 松 
过 程 都 是 平稳 独立 增 量 过 程 . 


三 、 马 尔 可 夫 过 程 


定义 2.9 设 { 人 人 (GD),ET)} 为 随机 过 程 , 若 对 任意 正 整 数 7 及 广 所 万 
<1 PCXGDI)=z oOXGC ,)=x,_,) >0, 且 其 条 件 分 布 
P{X() Rr, | XG)=zr ,Xt, 1)=x, 1} 
=P{X()<r, | X(t, = 11) Q.6) 
则 称 {X (z) ,ztET} 为 马尔 可 夫 过 程 . 
Q.6) 式 称 为 过 程 的 马尔 可 夫 性 (或 无 后 效 性 ). 它 表示 大 已 知 系统 的 现在 状 
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态 , 则 系统 未 来 所 处 状态 的 概率 规律 性 就 已 确定 , 而 不 管 系统 是 如 何 到 达 现 在 的 
状态 . 换 句 话说 , 若 把 上 ,看 作 “ 现 在 ”, 则 上 就 是 “未 来 ”, 而 zi,z,,，…,t， ,就 是 
“过 去 ”,“X (z,) = x,” 表 示 系 统 在 时 刻 ,处 于 状态 x;. Q.6) 式 说 明 , 系统 在 已 知 
现在 所 处 状态 的 条 件 下 , 它 将 来 所 处 的 状态 与 过 去 所 处 的 状态 无 关 ， 

马尔 可 夫 过 程 {X ,ET)} ,其 状态 空间 工 和 参数 集 下 可 以 是 连续 的 ,也 
可 以 是 离散 的 .有 关 马 尔 可 夫 过 程 的 进一步 讨论 ,我 们 将 在 第 四 章 和 第 五 章 进 
行 . 


四 、 正 态 过 程 和 布朗 过 程 





定义 2.10 设 {X (2),tET} 是 随机 过 程 ,车 对 任意 正 整 数 nn 和 4 ,+z ，…， 
t, ET, CX (zi) ,XC,),…, XC,)) 是 nn 维 正 态 随 机 变量 , 则 称 {X (4),zET} 是 
正 态 过 程 或 高 斯 过 程 . 
由 于 正 态 过 程 的 一 阶 矩 和 二 阶 矩 存在 ,所 以 正 态 过 程 是 二 阶 矩 过 程 . 
显然 , 正 态 过 程 上 只 要 知道 其 均值 函数 mx (1) 和 协 方 关 图 数 By (s ,1) (或 相 
关 函 数 Rx CS， zi)， 即 可 确定 其 有 限 维 分 布 . 
正 态 过 程 在 随机 过 程 中 的 重要 性 , 类似 于 正 态 随机 变量 在 概率 论 中 的 地 位 . 
这 是 由 于 在 实际 问题 中 ,尤其 是 在 电讯 技术 中 正 态 过 程 有 着 广泛 的 应 用 . 正 态 过 
程 的 一 种 特殊 情形 维 纳 过 程 ,在 现代 随机 过 程 理论 和 应 用 中 也 有 重要 意义 . 
定义 2.11 设 {BQ), 一 <1<%} 为 随机 过 程 ,如 果 
GD BO0)=0 
@O) 它 是 独立 、 平稳 增 量 过 程 ; 
G) Vi, 增 量 BG)-BGD) 一 No oo >0, 则 称 {(B(C)， 
- co<z<co} 为 维 纳 过 程 ,也 称 布朗 运动 . 当 yy 称 为 标准 布朗 运动 . 
这 类 过 程 癌 用 来 描述 通信 中 的 电流 热 噪声 
定理 2.3 设 (B (), -co<z<co} 是 参 才 为 局 的 布朗 运动 , 则 
(1) 对 任意 1€ (-%,00),BGQ)~N (0,0 |1|); 
CC) 对 任意 - ceo<a<s，,i< oo， 
FLGOBCGI-BG)GCGBGD-BGD) =o minG—-a,t—a), 
特别 , Ry Cs zi) = omin (Gs, 1). 
证 (1) 显然 .下 证 @) ,不 妨 设 ;过 z, 则 
EL(B(s)—-B(a)) (BG) -Ba))] 
=EL(BG)-B()) BG -BCG)+BC)—B(a))] 
=ELCBG) -Ba)) BG -BG I+EB() -Ba 
=E(B(s)—-B(a)) =0 (s—a), 
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所 以 
EL[CB(C) -BQ BG- BA) = minG -a,t—a), 
证 毕 . 
、 平稳 过 程 


定义 2.12 设 {X(),tET} 是 随机 过 程 , 如果 对 任意 常数 r 和 正 整 数 n， 
Py TSX Ce yD 
(Xz +t ,X(t +T),…, 久 (zt, +t5)) 有 相同 的 联合 分 布 , 则 称 {X (2),zET} 
为 严 平稳 过 程 ,也 称 狭义 平稳 过 程 . 

严 平 稳 过 程 描 述 的 物理 系统 ,其 任意 的 有 限 维 分 布 不 随时 间 的 推移 而 改变 . 

由 于 随机 过 程 的 有 限 维 分 布 有 时 无 法 确定 , 下面 给 出 一 种 在 应 用 上 和 理论 
上 更 为 重要 的 另 一 种 平稳 过 程 的 概念 . 

定义 2.13 设 {(XGD),zET) 是 随机 过 程 , 如 果 

d) {XGD),zET)} 是 二 阶 窍 过 程 ; 

C) 对 任意 ET,mx GD) = EX (4) = 常数 ; 

G) 对 任意 5, 1 ET, Ry CG;1)=ELXCG)XG)j]= Ry (一; 则 称 {X (4)， 
jiE T)} 为 广义 平稳 过 程 ,简称 为 〈( 宽 ) 平 稳 过 程 . 

若 全 为 离散 集 , 则 称 平稳 过 程 {X (CD) ,ZE 了) 为 平稳 序列 . 

显然 ,广义 平稳 过 程 不 一 定 是 严 平稳 过 程 ;反之 , 严 平稳 过 程 只 有 当 其 二 阶 
矩 存在 时 为 广义 平稳 过 程 .值得 注意 的 是 ,对 正 态 过 程 来 说 ,二 者 是 一 样 的 . 

例 2.12 设 随 机 过 程 

X()= Ycos(O) + Zsin(0t), 1>0, 
其 中 , Y,Z 是 相互 独立 的 随机 过 程 , 且 EY= E22=0, DY= DZ= 0, 则 由 例 2.5 
知 
































mx (1)=0, 
Ry (s,1)= 0 cosL(—s)0], 
故 {X (z) ,zt 之 0} 为 广义 平稳 过 程 . 
例 2.13 设 {X(1), 一 <t1<< 吕 } 是 均值 为 零 的 正 交 增 量 过 程 . 
PO 0 Ee 
Y(t)=X()—X(—2), 
证 明 {Y(), -co<i<co} 是 ( 宽 ) 平 稳 过 程 . 
证 只 要 验证 {Y (z，- co<z<co} 满 足 平稳 过 程 的 定义 即 可 . 
(EY (SELX( XG 0 | EX EX (E27=0 
Q) 对 VrER 
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RyG+ri)= 下 LIYGC+r)YCGD] 
= 下 [LXCG+zDI-XGC+r-2) [XG -XG-2)]. 
由 于 X (是 正 交 增 量 过 程 ,利用 其 增 量 在 不 相 重 登 的 时 间 区 间 正 交 这 一 性 质 
对 rz 进行 讨论 . 
G) 若 |t| 宇 2; 则 Ry (t+ r,t)=0. 
GD 大 0 委 rz<2, 则 
RyCG+rt)=ELCXG+r) -X00) + XG -XG+r—2)) 1 
[(XQ)—- XG+r-2) + XG+r- 2 — XC —2))] 
=E[XG)—- XG+r-2)1=2-—7. 
GiD 看 -2<zr<0, 则 
RyG+rt)=ELCXG+r)— XG-2)+ XG-2)— XC(G+r 2) 
[(XCQ)-XG+tD + KG+T)— XC —2))] 
=E[XG+r) -XG—-2)F=2+r. 











因此 
2—|rt|,， |zr|<2, 
Ry (WRGteD= es 
与 二 巨大 
G) ElY(0)| = Ry 0O) =2< co， 


故 由 人 ,OO),G) 知 {Y(G)，- ce<z<co} 是 平稳 随机 过 程 . 


2.1 设 随 机 过 程 XCD = V+pE(,co),p 为 常数 , V 为 服从 正 态 分 布 N (0,1) 的 随 
机 变量 . 求 X( 的 一 维 概率 密度 .均值 和 相关 函数 . 
2.2 设 随 机 变量 Y 具有 概率 密度 f(y), 令 
X01)=e YY (>0,Y>0), 
求 随 机 过 程 X (2) 的 一 维 概率 密度 及 EX (1)，, Rx (ti1, 4). 
2.3 若 从 上 =0 开 始 每 隔 1A2 秒 抛掷 一 枚 均匀 的 便 币 做 试验 ,定义 随机 过 程 
人 t 时 刻 抛 得 正面 ， 
X (Ci) = 
21 上 时 刻 抛 得 反面 ， 
试 求 : (1) X (bo 的 一 维 分 布 国 数 下 (OPz)，FG:Z); 
CQ2) X(o 的 二 维 分 布 函数 下 (1 1; zx, X22); 
G) X (CD 的 均值 px (7) ,mx 41), 方差 o% (4) ,oa% (1) ， 
2.4 设 有 随机 过 程 Xi = Acos (wt) + Bsin out) ,其 中 ow 为 常数 ,A,B 是 相互 独立 且 
服从 正 态 N (0,o ) 的 随机 变量 , 求 随 机 过 程 的 均值 和 相关 函数 . 
2.5 已 知 随机 过 程 XG) 的 均值 函数 mx (2 和 协 方差 函数 Bx (zi1;,1s), (1) 为 普通 也 
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数 , 令 Y(GD=XGCD)+OoGCD， 求 随机 过 程 Y(z) 的 均值 和 协 方差 函数 . 

2.6 设 随 机 过 程 XG = Asin (wt+ 9), 其 中 A,o 为 常数 ,9 是 在 (-rr) 上 的 均匀 分 
布 的 随机 变量 , 令 Y(D =X (CD, 求 民 CGLTr 和 民 s (LT+Tzr). 

2.7 设 随 机 过 程 XCD=X+ 玫 +2 ,其 中 X,Y,Z 是 相互 独立 的 随机 变量 , 且 具 有 均 
值 为 零 ,方差 为 1, 求 随机 过 程 Xi 的 协 方差 函数 . 

2.8 设 久 (2) 为 实 随机 过 程 ,x 为 任意 实数 , 令 
1， ee 
0， XC) >， 
证 明 随 机 过 程 Yi 的 均值 函数 和 相关 函数 分 别 为 X bo 的 一 维和 二 维 分 布 函数 ， 

2.9 设 Fi) 是 一 个 周期 为 下 的 周期 函数 ,随机 变量 了 在 (0, 人 本 上 均匀 分 布 , 令 X CD 
三 f(z 一 了 站 ;求证 随机 过 程 X (5 满足 
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ELX( XG+ Ol= 计 | f(D FG + Dar. 





2.10 设 随 机 过 程 XX (2) 的 协 方差 函数 为 By (zt1 ,1,) ,方差 函数 为 ox (2) , 试 证 
(1) | Bx (11;1) | ox (£1) 0x GFP 


GO) [Bx G11 t2) [SF [or (oa + 0 (22)1, 








2.11 设 随机 过 程 Xi 和 Y() 的 互 协 方差 函数 为 Bxy (zt1,z,), 试 证 
| Bxy (Cig) | 过 ox (£1) ay (1,). 


N 
2.12 设 随机 过 程 X (7) = 和 2 Are'“*% ,其 中 为 常数 , Ai 为 第 & 个 信号 的 随机 振 


幅 , @B, 是 在 (0， 2 上 均匀 分 布 的 随机 相位 ， 所 有 随机 变量 Aj ,BC(=1;2,… ,和 N) 以 及 它们 之 
间 都 是 相互 独立 的 . 求 X(bO 的 均值 和 协 方 差 函 数 . 

2.13 设 {X(),t 宇 0} 是 实 正 交 增 量 过 程 ,XX (0) =0,V 是 标准 正 态 随 机 变量 . 若 对 任意 
的 1 宇 0; 久 (2) 与 V 相 互 独立 , 令 YY(1)= 久 (4)+ V, 求 随机 过 程 {Y (4) ,1 宇 0} 的 协 方差 函数 . 
























































2.14 设 随 机 过 程 Y, = 》) Xi;; 其 中 X; =1,2,…,n) 是 相互 独立 的 随机 变量 , 且 
j=1 


P{X,=1}=p,P{X,=0}=1- p= 9g, 
求 { 了 ,n=1,2,…} 的 均值 函数 和 协 方差 函数 . 

2.15 设 Y,Z 是 独立 同 分 布 随机 变量 . P(Y=1)=P(Y= -1)=12,XC)= 
Ycos (01) + Zsin(b)，- co<i<co ,其 中 0 为 常数 .证 明 随 机 过 程 {X(，- co<z<co)} 是 广 
义 平 稳 过 程 , 但 不 是 严 平 稳 过 程 . 





















































2.16 设 {WW(1),-- 吕 <1< oo0) 是 参数 为 o 的 维 纳 过 程 , 令 X(C) =e “W (e”)， 
-co<i<co,aw>0 为 常数 .证 明 {X(bD,，- co<zi<co)} 是 平稳 正 态 过 程 , 相 关 困 数 Ry (7) = 
2 aw|zl| 
好 四 。 





2.17 设 {X(),zt 宇 0} 是 维 纳 过 程 , 义 (0) =0, 试 求 它 的 有 限 维 概率 密度 函数 族 . 
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泊 松 过 程 是 一 关 较 为 简单 的 时 间 连 续 状 态 离散 的 随机 过 程 . 泊 松 过 程 在 物 
理学 ` 地 质 学 、 生 物 学 、 医 学、 天 文学 服务 系统 和 可 靠 性 理论 等 领域 中 都 有 广泛 
的 应 用 . 








$3.1 油 松 过 程 的 定义 和 例子 


我 们 先 看 一 个 例子 . 

例 3.1 设 电 话 交 换 机 在 [0,zj] 内 收 到 的 呼叫 数 为 XC(2) ,zt 宇 0; 则 {X G2) ,tz 
宇 0} 是 一 个 随机 过 程 , 旦 对 任意 给 定 的 时 刻 1, X (z) 是 取 非 负 整 数 的 离散 型 随 
机 变量 . 由 于 在 不 相 重 登 的 时 间 间 隔 中 收 到 的 呼叫 数 是 相互 独立 的 ,故人 X (4),z 
宇 0} 是 独立 增 量 过 程 . 

具有 上 述 性 质 的 现象 在 生活 中 还 有 许多 , 如 某 商 店 在 [0, zj 内 到 达 的 顾客 
数 , 某 车 站 在 [0,zj] 内 的 候车 人 数 等 .实际 上 ,这 类 过 程 都 可 以 用 泊 松 过 程 来 描 
述 .下 面 ,我 们 给 出 泊 松 过 程 的 定义 . 

定义 3.1 称 随机 过 程 {N (7) ,zt 伺 0) 为 计数 过 程 , 若 N (1) 表示 到 时 刻 1 为 
止 已 发 生 的 “事件 A” 的 总 数 , 且 N G2) 满足 下 列 条 件 : 

(1) N (0:; 

Q) N (2) 取 正 整数 值 ; 

G) 若 s 之 it; 则 NN (9)) 志 N 2); 

Gd) 当 s<z 时 ,NGCG) 一 N(s) 等 于 区 间 (s,zj 中 “事件 A” 发 生 的 次 数 . 

如 果 计 数 过 程 N (在 不 相 重 琶 的 时 间 间 隔 内 ,事件 A 发 生 的 次 数 是 相互 
独立 的 , 即 若 z 之 二 声 t 过 6; 则 在 (2 ,zj] 内 事件 A 发 生 的 次 数 N (z,) 一 
N (4 ) 与 在 性 ,zj 内 事件 A 发 生 的 次 数 N (4 ) 一 N (4;) 相 互 独立 ,此 时 计数 过 
程 N (4) 是 独立 增 量 过 程 . 

若 计 数 过 程 N (2) 在 (z,t+s) 内 (s>>0), 事 件 A 发 生 的 次 数 N (z+s) 一 
N GD) 仅 与 时 间 差 * 有 关 , 而 与 t 无 关 , 则 计数 过 程 N (z) 是 平稳 增 量 过 程 . 

泊 松 过 程 是 计数 过 程 的 最 重要 的 类 型 之 一 ,其 定义 如 下 : 
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定义 3.2 称 计数 过 程 {X (4),1 宇 0} 为 具有 参数 * >0 的 激 松 过 程 , 知 它 满 
足下 列 条 件 : 

(1) X (0) =0; 

CO) X (是 独立 增 量 过 程 ; 

(3) 在 任 一 长 度 为 上 的 区 间 中 ,事件 A 发 生 的 次 数 服 从 参数 人 >0 的 泊 松 分 
布 , 即 对 任意 ;,t 宇 0, 有 

CA 
| 











P{XGQ+s)—X()=n}=e 一 一 ,n=0,1,*.…. (3.1) 











注意 ,从 条 件 G) 知 泊 松 过 程 是 平稳 增 量 过 程 且 已 LX(C = 由 于 ,和 = 
EX 表示 单位 时 间 内 究 件 A 发 生 的 平均 个 数 ,改称 为 此 过 程 的 速率 或 强 
度 . 

从 定义 3.2 中 ,我 们 看 到 ,为 了 判定 一 个 计数 过 程 是 泊 松 过 程 ,必须 证 明 它 
满足 条 件 4), Q) 及 G) .条 件 G) 只 是 说 明 事 件 A 的 计数 是 从 :=0 时 开始 的 . 
条 件 Q) 通 常 可 从 我 们 对 过 程 了 解 的 情况 去 验证 .然而 条 件 3) 的 检验 是 非常 困 
难 的 .为 此 ,我 们 给 出 泊 松 过 程 的 另 一 个 定义 . 

定义 3.3 称 计 数 过 程 {X (2) ,1 宇 0} 为 具有 参数 >0 的 泊 松 过 程 , 若 它 满 
足下 列 条 件 : 

(1) XO0)=0; 

O) X (GD) 是 独立 .平稳 增 量 过 程 ; 

G) X (iD) 满 足下 列 两 式 : 

P{XG+h)—- X00)=1}=Ah+o(), 
P{XCG+h)— X()2}= 0 (0). 

定义 中 的 条 件 G) 说 明 , 在 充分 小 的 时 间 间 隔 内 ,最 多 有 一 个 事件 发 生 , 而 不 
能 有 两 个 或 两 个 以 上 事件 同时 发 生 . 这 种 假设 对 于 许多 物理 现象 较 容易 得 到 满 
足 . 

例 3.2 考虑 机 器 在 (z,z+ 广 ] 内 发 生 故 障 这 一 事件 . 若 机 器 发 生 故 障 , 立即 
修理 后 继续 工作 , 则 在 ,上 十 户 ] 内 机 器 发 生 故 障 而 停止 工作 的 事件 数 构成 一 个 
随机 点 过 程 , 它 可 以 用 泊 松 过 程 进 行 描述 . 

下 面 我 们 来 证 明 泊 松 过 程 的 两 种 定义 是 等 价 的 . 

定理 3.1 定义 3.2 与 定义 3.3 是 等 价 的 . 

证 首先 证 明定 义 3.2 列 含 定义 3.3. 由 于 定义 3.2 的 条 件 G) 中 蕴含 X() 
为 平稳 增 量 过 程 , 故 只 需 证 明 条 件 G) 的 等 价 性 .由 G. 了 1) 式 ,对 充分 小 的 及 ,有 

P{XC(G+h)— XG)=1}=P{X(h)— XO0)=1} 


mAh 
=e@ “和 = 从 2 (— Ah)” /nl!, 








(3 2) 














32 第 三 章 泊 松 过 程 


P{X(+h)—X()2}= P(X Wh)— XO0)2) 
= 3 a 
故 定义 3.2 强 含 定义 3.3. 
下 面 再 证 定义 3.3 缠 仿 定义 3.2. 令 
pb te 
根据 定义 3.3 之 Q) 和 G), 有 
P(t+h)=P{IXG+h)=0}=P{X(+h)— XO0)=0} 

Spx = X00 XL 
=P{X()— XO0)=0}P{XG+h)— XC()=0} 
=P, (4)[1—Ah+o 0))], 








故 
PG o (Ch) 
A (1) 十 一 一 一 pe 
令 hh 一 0 取 极限 得 
A i 
Pp trys foe 
积分 得 


I SS A 
由 于 P, (0) = {P(X (0)) =0}=1, 代 入 上 式 得 
A 
类 似 地 ,对 于 n 宇 1 有 
P, (t+h)=P{X(G+h)=n)} 
=P{X(+h)— XO0)=n)} 
=P{X()—XO=n,X(+h)— X=0) 
EPIX XO ER 


+ 2, P{X() -XO=n-j X(t+h) -X=)}. 


由 定义 3.3 的 Q) 和 G), 得 
P, (t+h)=P, (2)P, (hh)+P, ,Ph)+oh) 
= (1— Ah)P, (+ AP, ,() +o(h), 


A — AP, (2) + aAP,. CD + 2 


令 hh 一 0 取 极 限 得 
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P’ (1)= — AP, CO+AP CD， 
所 以 
er Lp (AP |= AP: (Ds 
因此 


入 [eP， (2) J=Ae*P, , (2). Ca 
和 le”P. Ci |e Ne Dh (Aree eA 


P,Q)= (CT+Tc)e ™” 
由 于 P, (0) =0, 代 入 上 式 得 
D(C) A 


下 面 用 归纳 法 证 明 P, (1) =e* 号 生成 立 .假设 -1 时 G3. 1) 式 成 立 ,根据 
G.3) 式 ,有 





(的 





c [ep (A SAe” 
i 








Co 

积分 得 

e*P, (+) = 、 +c. 
由 于 P, 0) =P{X (COO)=n}=0, 代 入 上 式 得 

2 WY 

77 。 
由 条 件 C) ,有 
PIXG+S) -XO = =e A ,n=0,1, 


故 定义 3.3 强 含 定义 3.2, 证 毕 . 
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一 、 数 字 特 征 


根据 泊 松 过 程 的 定义 ,我 们 可 以 导出 泊 松 过 程 的 儿 个 常用 的 数字 特征 . 
设 {X (4) ,1 宇 0} 是 泊 松 过 程 ,对 任意 的 1,sE10,c0), 日 s 之 1, 有 
EL[XG)— XG)1=DIXG) -XCG)1=AG-s),) 








泊 松 过 程 


小 
有 
媳 
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由 于 X (0) =0, 故 
ia (7 ELX (sRELX (= 0 EN (3.4) 
o% (1)=D[LXG)1=DLXG)— XO0)J=A, 
Rx) =ELX (YX = EXG) LX = X(T XX )) 
=ELXGC)— XO XG —- XG) +ELXG)T 
=ELX GX (0 ELY (= XC) | 
+ DLXG)]1+ {ELX GC) 
=AsA (tos)+As+t As) 
=A’ stt+As=As At+1), 
Bx C531) = Ry (Cs;1) — mx (5) mx (1) = As. 
一 般 , 泊 松 过 程 的 协 方 差 函 数 可 以 表示 为 
Bx Cs;,1) = Amints,). (3.5) 
易 知 , 泊 松 过 程 的 特征 函数 为 
gx (u) = Ele®* ]=exp{At (e* —1)}. (3.6) 


二 、 时 间 间 隔 与 等 待 时 间 的 分 布 


如 果 我 们 用 泊 松 过 程 来 描述 服务 系统 接受 服务 的 顾客 数 , 则 顾客 到 来 接受 
服务 的 时 间 闻 陋 、 顾 客 排列 的 等 待 时 间 等 分 布 问题 都 需要 进行 研究 .下 面 我 们 对 
泊 松 过 程 与 时 间 特 征 有 关 的 分 布 进行 较为 详细 的 讨论 . 

设 {X (7),t 宇 0} 是 泊 松 过 程 , 令 X (2) 表 示 z 时 刻 事件 A 发 生 (顾客 出 现 ) 
的 次 数 , Wi ,，W;，… 分 别 表示 第 一 次 ,第 二 次 ,…… 事件 A 发 生 的 时 间 , T, (n 衬 
了 表示 从 第 (n -也 次 事件 A 发 生 到 第 n 次 事件 A 发 生 的 时 间 间 隔 (如 图 3.1 
所 示 ). 




















通常 , 称 W, 为 第 n 次 事件 A 出 现 的 时 刻 或 第 n 次 事件 A 的 等 竺 时间 , 工 , 
是 第 n 个 时 间 间 隔 ,它们 都 是 随机 变量 . 

利用 泊 松 过 程 中 事件 A 发 生 的 对 应 的 时 间 间 隔 关 系 , 可 以 研究 各 次 事件 间 
的 时 间 间 隅 分 布 . 

定理 3.2 设 {X (2),1 宇 0} 是 具有 参数 4 的 泊 松 过 程 , {T,,n 宇 1} 是 对 应 


的 时 间 间 隔 序列 , 则 随机 变量 T, (2 =1,2,…) 是 独立 同 分 布 的 均值 为 1/4 的 指 
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数 分 布 . 
证 首先 注意 到 事件 {T, >z} 发 生 当 且 仅 当 泊 松 过 程 在 区 间 [0,zj] 内 没有 
事件 发 生 , 因而 





PIT .Srp 0 
即 
UM 
所 以 全 服从 均值 为 114 的 指数 分 布 .利用 泊 松 过 程 的 独立 、 平 稳 增 量 性 质 ,有 
ES 
= 了 {在 (s,s+zj 内 没有 事件 发 生 | 全 = s} 
二 了 {在 (s,s 二 tj 内 没有 事件 发 生 )} 
=P{X(t+s)—X()=0} 
=P{XG)— XO0)=0}=e *, 





即 
人 
故 T, 也 是 服从 均值 为 11X 的 指数 分 布 . 
和 
PAT SE Te yy 
=P{XG+s + +s_)—X(Cls +s,++s,,)=0} 
=RX OGY=S X00 
即 
Fr (De PD Sl 
所 以 对 任 一 TT, nn 宇 DD), 其 分 布 是 均值 为 11X 的 指数 分 布 . 
定理 3.2 说 明 , 对 于 任意 n=1,2,… 事 件 A 相继 到 达 的 时 间 间 隔 工 ,的 分 布 








为 
{1 一 1 之 0， 
a WP . 和 
0， 上 <0， 
其 概率 密度 为 
Re 0 
疾 (= 之 (0 
和 0， 上 <0. 


注意 ,定理 3.2 的 结论 是 在 平稳 独立 增 量 过 程 的 假设 前 提 下 得 到 的 , 该 假设 
的 概率 意义 是 指 过 程 在 任意 时 刻 都 从 头 开始 , 即 从 任何 时 刻 起 过 程 独立 于 先前 
已 发 生 的 一 切 (由 独立 增 量 ), 且 有 与 原 过 程 完全 一 样 的 分 布 (由 平稳 增 量 ). 由 于 
指数 分 布 的 无 记忆 性 特征 ,因此 时 间 间 隔 的 指数 分 布 是 预料 之 中 的 
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感 兴趣 的 是 等 竺 时间 Wo 的 分 布 , 即 第 ”次 事件 A 到 达 的 时 间 分 


W,= >》 T, 2D). 
由 定理 3.2 知 , W, 是 nn 个 相互 独立 的 指数 分 布 随 机 变量 和 , 故 用 特征 函数 方法 ， 
我 们 立即 可 以 得 到 如 下 结论 . 
定理 3.3 设 {(W, ,7 二 1 是 与 泊 松 过 程 {X (),t 宇 0} 对 应 的 一 个 等 等 时间 
序列 , 则 W, 服 从 参数 为 与 的 工分 布 ,其 概率 密度 为 
A ALY 
fy ps TT 0 (G3. 7) 
上 0， t<0. 
定理 3.3 也 可 以 用 下 述 方法 导出 .注意 到 第 ”个 事件 在 时 刻 上 或 上 之 前 发 
生 当 且 仅 当 到 时 间 :z 已 发 生 的 事件 数目 至 少 是 ”, 即 
X (全 1 全 网 雪上 (3.8) 











因此 


P{W,<0 -PX Wn De 
对 上 式 求 导 ,得 W, 的 概率 密度 是 


Ne a CAF Ny (AE 





(CA 
(2 一 1) 上 


G.7) 式 又 称 为 爱尔兰 分 布 , 它 是 2 个 相互 独立 且 服 从 指数 分 布 的 随机 变 
量 之 和 的 概率 密度 . 

例 3.3 已 知 仪器 在 [0, 如 内 发 生 振动 的 次 数 X (是 具有 参数 的 泊 松 过 
程 . 若 仪器 振动 此 1 次 就 会 出 现 故 障 , 求 仪 右 在 时 刻 与 正 第 工作 的 概率 .， 

解 ” 依 题 意 知 故 障 时 刻 工 就 是 发 生 第 & 次 振动 的 时 刻 ,由 定理 3.3 知 械 的 





二 人 e 


L 之 0， 





At (A1)”™ ! 
Se i= 
0， it<0. 

故 仪器 在 时 刻 zt 正常 工作 的 概率 为 


De | 全 


0 





三 、 到 达 时 间 的 条 件 分 布 
假设 在 [0, zj 内 事件 A 已 经 发 生 一 次 ,我 们 要 确定 这 一 事件 到 达 时 间 Wi 
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的 分 布 .因为 泊 松 过 程 有 平稳 独立 增 量 , 故 有 理由 认为 [0,zj] 内 长 度 相 等 的 区 间 
包含 这 个 事件 的 概率 应 该 相同 .换言之 ,这 个 事件 的 到 达 时 间 应 在 [0, zj 上 服从 
均匀 分 布 .事实 上 ,对 < 上 有 
P{Ws, X () =1} 
有 
_P{X()=1,X() -XG()=0) 








PIX(z)=1} 
~_P{XC)=1}P{X()—X(s)=0} 
P{X(z)=1} 
pi pr 
Ate * 2 
即 分 布 函数 为 
上 <(0， 
Fw lxw=1 0 0 三 s 之 z， 
1， 5 之 三 
分 布 密度 为 
1 
二 0 过 ys 之 1， 
fw lx = oe t 和 
0， 其它 . 


这 个 结果 可 以 推广 到 一 般 情 况 . 
定理 3.4 设 {X(),t 宇 0} 是 泊 松 过 程 , 己 知 在 [0,zj 内 事件 A 发 生 n 次 ， 
则 这 7 次 到 达 时 间 Wi, W,;，,…,W, 与 相应 于 n 个 [0,ztjJ 上 均匀 分 布 的 独立 随机 
变量 的 顺序 统计 量 有 相同 的 分 布 . 
证 信守 让 芝 吉之 证 i 三 83 里 取 训 序 分 小 使 得 于 过 二 (1 生 :19 9093 
2), 则 在 给 定 X (CD) = 的 条 件 下 ,我 们 有 
P{li Wt th ,tSW,t, +h, Xu)=n} 
_P{lz, ;zt;+h;j 中 有 一 事件 ,i=1,…,n,;1[0,zj] 的 别处 无 事件 } 
PIXQ)=n} 
py | 


ee At) ”fn! hh h 2 





因此 
eh, = 
令 ,一 0, 我 们 得 到 W,,…, W, 在 已 知 X(z)=n 的 条 件 下 的 条 件 概 率 密 度 为 
1 
| 
0 
0， 其 它 ， 


一 人 
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证 毕 . 

例 3.4 设 在 [0,zj] 内 事件 A 已 经 发 生 7 次 , 且 0<s<i 对 于 0<&<7， 求 
PLXGCG)=RIXCGD)=7) 

解 ”利用 条 件 概率 及 泊 松 分 布 得 





二 ~ _P{X()=k,X()=n} 


~ P{X(C)=Ek,X()—X()=n—k} 














PIX()=n) 
SE (AS) pe [A (1 a s) | * 
ee Cn—k)! 
_ a (AL)” 
nl! 


k nn 
人 
这 是 一 个 参数 为 n 和 一 的 二 项 分 布 . 
例 3.5 设 在 [0,zj] 内 事件 A 已 经 发 生 n 次 , 求 第 有 (kn) 次 事件 A 发 生 
的 时 间 Wi 的 条 件 概 率 密 度 函 数 . 
解 ” 先 求 条 件 概率 P{s< Wi 三 s+h|X()=n}), 再 对 s 求 导 . 
当 hh 充分 小 时 ,有 
P{ls<W,<s+h|X()=n} 
=P{s<W,<s+h,X()=n}/P{X(G)=n} 
=P{ls<W, 人 s+h, XG — XC(+h)=n— ke” At) "nl! 
=P{s<W, 人 s+h}P{(XG)— XC(+h)=n— ke Art) "n!. 
将 上 式 两 边 除 以 ,并 令 h 一 0 取 极 限 ,得 
P{s<W,<s+h|X()=n} 


fw, Ix Gs 11) = lim 万 





= fy (s IP{X()— XC)=n— ke” Mt "nl! 


Es 
k—-D! (nk)! A t 
其 中 Wi 的 概率 密度 f(s) 由 定理 3.3 给 出 .由 上 式 结 果 知 ,条 件 概率 密度 
fw, xc (s|n) 是 一 个 Bata 分 布 . 

例 3.6 设 {X, GD ,zt 宇 0} 和 {X, (4) ,zt 宇 0} 是 两 个 相互 独立 的 泊 松 过 程 , 它 
们 在 单位 时 间 内 平均 出 现 的 事件 数 分 别 为 A 和 4X. 记 Wi 为 过 程 X, (2) 的 第 
次 事件 到 达 时 间 , WI” 为 过 程 X, (z) 的 第 1 次 事件 到 达 时 间 , 求 P{W < 
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W1”), 即 第 一 个 泊 松 过 程 的 第 次 事件 发 生 比 第 二 个 泊 松 过 程 的 第 1 次 事件 
发 生 早 的 概率 . 
解 ” 设 Ww 的 取 值 为 zx, Wm 的 取 值 为 y, 由 G3.7) 式 得 


sO 
fw® (zx) a | Ce zr>0, 
k 
0， x<0, 
2 > 时 
fw® w= pe 
0， Vy<0， 


则 
P{Wo <W®}= | fC, wdrdy, 
D 
其 中 史 为 由 y= x 与 y 轴 所 围 区 域 (如 图 3. 2)， 
flzyy) 为 Ww 与 Wr 的 联合 概率 密度 . 
由 于 X, 4) 与 X, (GD 相互 独立 , 故 
f lx,y) = jw (of (Cy) ， 











所 以 


co co k-1 
Pw <We}=| | ae 
0 - 


A k 

I 
例 3.7 仪器 受到 振动 而 引起 损伤 . 若 震 动 是 按 强 度 为 4 的 泊 松 过 程 发 生 ， 
第 & 次 震动 引起 的 损伤 为 D,, Di,D,,… 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 且 和 
{N GD ,zt 宇 0} 独 立 , 其 中 NO 表示 [0 如 时 间 段 仪器 受到 震动 次 数 .假设 仪器 
受到 震动 而 引起 的 损伤 随时 间 按 指数 减 小 , 即 如 果 震 动 的 初始 损伤 为 DD, 则 震 
动 之 后 经 过 时 间 上 后 减 小 为 De “(a >0) .大 损伤 古 可 辣 加 的 , 即 在 时 刻 z 的 损 


和 CD 


伤 可 表示 为 DC)= >， Dee ,其 中 忆 为 仪器 受到 第 & 次 震动 的 时 刻 , 求 
k-1 
ELDGQ)]. 























NC 


解 ELDG)]=E [六 De ] 
2 1 


和 CD 


二 
k=1 


由 于 
NCD 


RY De | NG) 可 
k=1 
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小 
有 
媳 


二 去 [TS AN n | 
kl 


0 
k=1 


由 定理 3.4 知 在 和 GD) 一 nN 的 条 件 下 ， TE? k=1,2,.…,n 是 [0， tj 上 相互 独立 的 





E [Siew | NG = 4]= E[S et® ]- nlpew®] 
k=1 k=1 





三 7 二 | a 
t 0 at 
于 是 
EID OIN OI= NE -ee ED,), 
(D,) 
所 以 EIDO)]= -ee®). 


$3.3” 非 齐 次 泊 松 过 程 


本 节 中 我 们 推广 泊 松 过 程 , 允许 时 刻 z 的 来 到 强度 (或 速率 ) 是 z 的 函数 . 
定义 3.4 称 计数 过 程 {X (1),t 宇 0} 为 具有 跳跃 强度 函数 和 (7) 的 非 齐 次 泊 
松 过 i 

(1): .X07 

Q) a 量 过 程 ; 

3) P{XG+h) XC)=1}=A Ch+o 0), 
P{X(+h)—X()2}= 0 0). 

显然 , 非 齐 次 泊 松 过 程 的 均值 函数 为 











mx (= | 4ds. G.9) 
对 于 非 齐 次 泊 松 过 程 ,其 概率 分 布 由 下 面 的 定理 给 出 . 


定理 3.5 设 {X (4),1 宇 0} 是 具有 均值 函数 加 (4) = | 4 Cs)ds 的 非 齐 次 
泊 松 过 程 , 则 有 
P{XGCG+s)—X(G)=n} 


( 记 宇 ( ) n 
EL a 
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P{X(Q)=n}= i i 


证 沿 着 定理 3.1 的 证 明 路 线 , 稍 加 修改 即 可 证 明 . 对 固定 上 定义 
5 





则 有 
Pls+h)=P{X(+s+h)—X()=0} 
=P{ 任 (fy5 半 3 中 没 计件; 在 (二 52 上 十 及 | 中 没事 件 ) 
=P{ 在 以 ,t+ sj 中 没事 件 }P{ 在 (+s,t+s+ 九 ] 中 没事 件 } 
三 卫 ， (Cs)LL-AG+S)R+oOCD)]， 
其 中 最 后 第 二 个 等 式 由 非 齐 次 泊 松 过 程 定 义 的 条 件 2) 得 到 ,而 最 后 一 个 等 式 由 
条 件 G) 得 到 , 因此 


DP; 2 卫 ， CO = 





令 hh 一 0 取 极 限 ,得 
Po (s)=—A(l+s)P, Cs) 




















或 
ln P, = | Xr wdu 
或 
P (s)=€ Ly (t+ S) 一 71 Ol 
同 理 
P, (s+h) 

=P{XG+s+h)—-X(G)=n} 

二 P{G,t+ sj 中 有 个 事件 , (+ +s+ 玉 中 没事 件 } 
+P{C(,t+sj] 中 有 nn 一 1 个 事件 ,4 +s,t+s+h] 中 有 1 个 事件 } 
+P{(,t+sj 中 有 一 2 个 事件 , Gz+s, +s+ 产 ] 中 有 2 个 事件 } 
十 。。 

人 

因此 

EA AC+s)P, CG)+ACG+S YP, ， GD) +o, 


令 /一 0 取 极 限 ,得 
P’ (5)=—AC(+ts)P, CG)+ACG+s)P, ,Cs). 
当 n=1 时 ,有 
Pr (7 = A ty EN) ts) 
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小 
有 
媳 
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= 一 ACT+S)PCGD)T+TACGTS)。 
exp{ 一 Lm (1 + 8) — mx (t) 
上 式 是 关于 P, Gs) 的 一 阶 线性 微分 方程 ,利用 初始 条 件 P, (0) =0, 可 解 得 
有 
再 利用 归纳 法 即 可 得 证 ,证 毕 . 
例 3.8 设 {X (1) ,1 之 0} 是 具有 虐 跃 强度 (2) = GL+ cos wr) 的 非 齐 次 消 
松 过 程 (w 隆 0). 求 ELX G2) J 和 DLX Cz)]. 
解 ” 由 (G3.9) 式 得 
ELXCQ)]= mx ()= . +oos ws) ds 





= 地 (t+ 二 sin a 
由 G.9) 式 知 
DIX CD)]= mx (0) = (e+ Lsin a 


例 3.9 设 某 路 公共 汽车 从 早晨 5 时 到 晚上 9 时 有 车 发 出 .乘客 流量 如 下 : 
5 时 按 平均 乘客 为 200 人 /时 计算 ;5 时 至 8 时 乘客 平均 到 达 率 按 线性 增加 ,8 时 
到 达 率 为 1 400 人 /时 ;8 时 至 18 时 保持 平均 到 达 率 不 变 ;18 时 到 21 时 从 到 达 率 
1 400 人 /时 按 线性 下 降 , 到 21 时 为 200 人 /时 .假定 乘客 数 在 不 相 重 准时 间 间 隔 
内 是 相互 独立 的 . 求 12 时 至 14 时 有 2 000 人 来 站 乘 车 的 概率 , 并 求 出 两 小 时 内 








来 站 乘 车 人 数 的 数学 期 望 . 
解 ”将 时 间 $ 时 至 21 时 平移 为 0 时 至 16 时 , 依 题 意 得 乘客 到 达 率 为 
200 + 400z， 0<1<3, 
Re 3< :过 13， 
1 400-400( -13)， 13<z<16. 


乘客 到 达 率 与 时 间 关 系 如 图 3.3 所 示 . 








二 二 一 二 二 二 三 二 一 





(0 一 一 一 
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由 题 意 知 乘客 数 X 的 变化 可 用 非 齐 次 泊 松 过 程 描述 . 因为 
mx (9) 一 mx (7) = | 1 400ds = 2 800， 


所 以 在 12 时 至 14 时 有 2 000 名 乘客 到 达 的 概率 为 


-28002 800 


R{X (9)— X09)=2 000}=e 000T ， 


12 时 至 14 时 乘客 数 的 数学 期 望 为 
mx (9) — mx 9) =2 800 (人 ) 
例 3.10 设 {X (2),t 宇 0} 是 具有 均值 函数 mx (1) = | A Cs)ds 的 非 齐 次 泊 
松 过 程 , {Wo ,nn 宇 1} 是 其 等 待 时 间 序 列 . 求 W, 的 概率 密度 . 
解 ” 当 z>0 时 ,由 于 {W,, 达 = {XQ) 宇 n), 故 
PW,<)=P(X GO 六 = > -人 0 
上 式 对 z 求 导 .得 到 W 的 概率 密度 


fw ow = > mm re mt) 六 Dp we m(D) | 


7 了 = 7 j= 


由 于 (4) = 和 QQ). 故 
5 (7) CS 一 mi 
fw ow -0 Ere 
当 三 0 时 , fw (4) =0. 








故 


[ 全 人 
) OE Ue - 


0， 1 二 0. 


上 之 0， 


$3.4 复合 油 松 过 程 


合 泪 松 过 程 有 广泛 的 应 用 ,其 定义 如 下 . 
定义 3.5 设 {N (1) 9 1 宇 0} 是 强度 为 从 的 泊 松 过 程 ， {Y, ;R= 1;2; …} 是 一 
列 独 立 同 分 布 随 机 变量 , 旦 与 {N 4),t 宇 0} 独 立 , 令 





> > 了 
则 称 {X (z) ,zt 宇 0} 为 复合 泊 松 过 程 . 
例 3.11 设 NG) 是 在 时 间 段 00, zj] 内 来 到 某 商 店 的 顾客 人 数 , CN (1) ,zt 宇 
0} 是 泊 松 过 程 .大 Y, 是 第 & 个 顾客 在 商店 所 花 的 钱 数 , 则 {Y,,k=1,2,…} 是 独 
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立 同 分 布 随 机 变量 序列 , 且 与 {N 4，,z 辫 0) 独立 . 记 X GO 为 该 商店 在 (0, zj] 时 








NOD 

间 段 内 的 营业 额 , 则 X GD) = SY ,1 宇 0 是 一 个 复合 泊 松 过 程 . 
k=1 
N(D 





定理 3.6 设 X()= 六 包 ,z 二 0 是 复合 泊 松 过 程 , 则 
k= 


(1) (X (0) ,1 汪 0} 是 独立 增 景 过程 

Q) X CO 的 特征 函数 gy (xz) = exp{At Lgy (x) 一 1]}, 其 中 gy () 是 随机 
变量 Y 的 特征 函数 ;4 是 事件 的 到 达 率 ; 

G) 若 开 (2)<co, 则 开 LXG=AELIDLXGD]=AELEY ]. 

证 人 JS 











Nz) 
X(t,)— Xt, ,)= > Y,; k=1,2,%,m. 
i= Nt, 21 
由 条 件 , 不 难 验 证 X GD) 具有 独立 增 量 性 . 


QQ) 因为 
2X (7) (x) 二 [ee ] 


二 > Ele*®? |ING)=njJP{NG)=n} 
NGO) 


= iu SY 从 
= > ,Ele er NC) = nje* 2 
n=0 ” 


和 1 (CAE 
二 > E Lexp liu > Yd A 


= >, [Lgy (ww) Je “ME = exp {At [gy (1) —11}. 


G) 由 条 件 期 望 的 性 质 下 [XC)]-E{ELXC)INC) 了 ,由 假设 知 


EL[X()ING)=n]=E[S, Y,ING)=n]| 


= ee Y |= nE (Y,), 
所 以 
ELXGQ)J]=E{ELXCING) = ELNG) ECY,)= AE CY,). 
类 似 地 
DLX(INGY SN ODDLY, 
Pl 
= EX 
=E{ELX’ (INCG1)- {ELE COIN G1} 
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=E{DLX QING + (ELX OINGO DD) (ENG)EY,.Y 
=E{NG)DILY, J}+D{NG)ELY, J 
=AD (YD) + A (EY) 
= AE (CY ). 
上 述 结 果 也 可 以 利用 特征 函数 与 矩 的 关系 得 到 








$3.5 汝 松 过 程 的 应 用 


本 节 我 们 介绍 软件 可 靠 性 的 数学 模型 . 

JM 模型 是 Z. Jelinski 和 P. Moranda 于 1972 年 提出 的 软件 可 靠 性 数学 模 
型 . 它 的 假设 是 : 

Q) 软件 中 的 初始 错误 个 数 为 一 个 未 知 但 固定 的 常数 ,用 N, 表示. 

Q) 错误 一 旦 被 查 出 即 被 完全 排除 ,于 是 每 次 排 错 之 后 , N, 就 要 减 去 1. 

G) 在 任何 时 候 的 故障 率 都 与 软件 中 的 剩余 错误 个 数 成 正比 ,正比 例 常数 
用 o 表示 . 

根据 假设 ,在 第 一 个 错误 被 排除 之 后 ,故障 率 就 由 Nu o 变 为 CQN, 一 1) ep. 然 
后 以 此 类 推 . 

显然 JM 模型 就 是 一 个 非 齐 次 的 泊 松 过 程 . 设 TT ,TT ,…, TT 表示 相 继 出 现 
的 错误 之 间 的 时 间 区 间 长 度 .根据 假设 ,在 每 两 个 错误 之 间 上 只 有 惟一 的 故障 率 ， 
故 T; 的 密度 即 为 : 

fr (NO (3.10) 

其 中 Nu 和 oo 是 两 个 未 知 参数 .下 面 讨论 JM 模型 的 参数 估计 问题 . 

记 样 本 工 ,TT,,…, 荆 ,的 观测 值 为 ;1z，…,z; 则 由 G3.10) 式 得 到 似 然 函 
数 : 

















三 中 $IN .= (=1) exp{t— wlN, = 71) 1s 
其 中 ,为 样本 大 小 , 即 到 当前 时 刻 为 止 所 排除 的 错误 个 数 . 故 对 数 似 然 函 数 为 : 


iL = SmIN = = eo = SY [N= GG=D Ios 


三 有] 
上 式 分 别 对 Nu 和 op 求 偏 导 , 并 令 结 果 为 零 ; 


oln L 2 1 
DC 0 G.11) 








46 
olnL 7 
0 9 

> 如 = 二 于 是 从 GB.12) 可 解 出 : 
Nn 


1=1 





SN ==)s=0. 


今 


i=1 


2 


nt 


G.11) 可 以 写成 : 
1 


n 


(3.13) 


n 


(3.14) 





2 


1=1 


值 .将 它们 代入 G.14), 则 可 解 出 Nu 的 估计 值 N,: 
1 


人 有 -二 D>) G — Di 
= i=1 


n 


方程 G.14) 不 含 g, 可 由 测试 收集 的 数据 计算 出 := 了 ) 与 >， GD 的 











1 1 二 
i 


再 将 Nu 代入 GB.13), 可 解 出 op 的 估计 值 9: 
全 n 
D = 


步 参 考 有 关 专 营 





N= 


Sa A 


ND 
i=1 1=1 


及 文献 . 


事实 上 软件 中 的 初始 错误 个 数 Nu 为 一 个 随机 变量 ,此 时 JM 模型 的 参数 如 


何 估计 ? 有 兴趣 的 读者 可 进 





设 Xi (zt) 和 X,(z) 是 分 别 具 有 参数 ;1 和 





口 


日 松 过 程 . 








3.1 设 
(1) YGD=XICO+X (1) 是 具有 参数 A + 入 











习 - 题 。 三 
) 的 相互 独立 的 泊 松 过 程 ,证 明 


> 的 泊 松 过 程 ; 





























白松 过 程 ,每 个 顾客 购买 商品 的 概率 为 p， 





设 到 达 某 商店 的 顾客 组 成 强度 为 A 的 





(2) ZC2) = Xi (zt) 一 义 , (2) 不 是 




















白松 过 程 . 
电话 总 机 在 (0,zj] 内 接 到 电话 呼叫 


设 电话 





的 ; 
3.3 





4p 





(1) 两 分 钟 内 接 到 3 次 呼叫 的 概率 ; 


3 
与 其 它 顾客 是 否 购买 商品 无 关 , 若 { 取 ,上 亏 0} 是 购买 商品 的 顾客 数 ,说 
数 X(z) 是 具有 强度 (每 分 钟 ) 为 入 的; 


E 明 {Y,,t 宇 0} 是 强度 为 





白松 过 


























(2)“ 第 二 分 钟 内 收 到 第 三 次 呼叫 ”的 概率 . 


习 题 














3.4 设 {X(),t 宇 0} 是 








明 


内 有 参数 为 A 的 泊 松 过 程 ,假定 S 是 相 邻 事件 的 时 间 间 隔 , 证 
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P{S>s1+s |S>s5}= P{SS>;s,}, 





即 假定 预先 知道 最 近 一 次 到 达 发 生 在 s1 秒 ,下 一 次 到 达 
将 来 s, 秒 出 现下 一 次 事件 的 无 条 件 概 率 (这 一 愧 
设 到 达 茶 路 口 的 绿 ` 黑 灰色 的 汽车 的 到 达 率 分 别 为 A1, X42,A3, 且 均 为 泪 
合并 成 单个 输出 过 











3.5 
它们 相互 独立 .车 把 这 些 汽 

















程 


至 少 发 生 在 将 来 s, 秒 的 概率 等 于 在 





E 质 称 为 “ 泊 松 过 程 无 记忆 ”性 ). 











(假定 无 长 度 、 无 延 时 ), 求 











(1) 相 邻 绿色 汽车 之 间 的 不 同 到 达 时 间 间 隔 的 概率 密度 ; 
Q) 汽车 之 间 的 不 同 到 达 时 刻 间 隔 的 概率 密度 . 

















3.6 设 {X(2),z 宇 0} 为 共有 参数 4 的 泊 松 过 程 ,证 明 : 
(1) EC(W,)= - , 即 泊 松 过 程 第 7 次 到 达 时 间 的 数学 期 望 恰好 是 到 达 率 倒数 的 2 倍 ; 








Q) D(W,)= 过, 即 泊 松 过 程 第 


3.7 
令 W 和 W 是 











n 次 到 达 时 间 


设 {XX(2),t 宇 0} 和 {Y(2),z 宇 0} 分 别 是 具有 参数 ;和 4, 的 相互 独立 的 泊 松 过 程 . 
X (2 的 两 个 相继 泊 松 型 事件 出 











况 的 时 间 ， 


的 方差 恰好 是 到 达 率 平方 的 倒数 的 2 倍 . 

















且 W<W. 对 于 W<ti<W, 有 











X=XCW 和 XCWD)= XC(W)+1; 定 义 N= Y(W -YC(WD, 求 NN 的 概率 分 布 . 








3.8 








设 脉冲 到 达 计 数 器 的 规律 是 








到 达 率 为 人 的 泊 松 过 程 ,记录 每 个 脉冲 的 概率 为 p, 记 





录 不 同 脉冲 的 概率 是 相互 独立 的 . 令 XCbO 表 示 已 被 记录 的 脉冲 数 . 


(1) 求 P{X(z)=k},k=0,1;,2,: 


(2) X() 是 否 为 泊 松 过 程 . 














9 





3.9 录 商 店 每 日 8 时 开始 营业 ,从 8 时 到 11 时 平均 顾客 到 达 率 线性 增加 ,在 8 时 顾客 








平均 到 达 率 为 5 人 /时 ,11 时 
持 不 变 ,为 20 人 /时 ,从 13 时 


至 
到 





j 达 率 达 最 高 峰 20 人 /时 .从 11 时 到 13 时 ,平均 顾客 到 达 率 维 














17 时 ,顾客 到 达 率 线性 下 降 , 到 17 时 顾客 到 达 率 为 12 人 /时 . 





假定 在 不 相 重 登 的 时 间 间 隔 内 到 达 商 店 的 顾客 数 是 相互 独立 的 , 问 在 8:30 一 9:30 间 无 顾客 











到 达 商 店 的 概率 是 多 少 ? 在 这 段 时 间 内 到 达 商 店 的 顾客 数学 
区 定居 的 户 数 是 一 
;一 户 四 人 的 概率 为 166, 一 户 三 人 的 概率 为 1 ,一 户 两 人 的 概率 
为 1 ,一 户 一 人 的 概率 为 16, 并 且 每 户 的 人 口 数 是 相互 独立 的 , 求 在 五 周 内 移民 到 该 地 





3.10 设 移民 到 某 地 
每 户 的 人 口 数 是 随机 变量 





























区 
人 口 的 数学 期 望 与 方差 ， 
3.11 设 {X(),t 宇 0} 是 内 有 均值 函数 m (4) = | ACs)ds 的 非 齐 次 泊 松 过 程 ,证 明 在 
0 




















日 松 








期 望 是 多 少 ? 
过 程 ,平均 每 周 有 2 户 定 居 , 即 和 =2. 如 果 





























{X CO = n} 的 条 件 下 ,nn 次 事件 的 到 达 时 间 Wi < W;<… < W 的 条 件 概 率 密 度 为 


ffi ty | X() 二 n) 二 


J 


0， 





人 《 亡 ) 
m (1) 
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马尔 可 夫 过 程 按 其 状态 和 时 间 参 数 是 连续 的 或 离散 的 ,可 分 为 三 类 : 
Gd) 时 间 、 状 态 都 是 离散 的 马尔 可 夫 过 程 , 称 为 马尔 可 夫 链 ， 

(2) 时间 连续 、 状 态 离 散 的 马尔 可 夫 过 程 , 称 为 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 . 
G) 时 间 、 状 态 都 连续 的 马尔 可 夫 过 程 . 








$34.1 马尔 可 夫 链 的 概念 及 转移 概率 


一 、 马尔 可 夫 链 的 定义 


假设 马尔 可 夫 过 程 {(X, ,ET) 的 参数 集 工 是 离散 的 时 间 集 合 , 即 本 = {0， 
1,2,…} ,其 相应 X 可 能 取 值 的 全 体 组 成 的 状态 空间 是 离散 的 状态 集 T= {i， 
2 2 

定义 4.1 设 有 随机 过 程 {X, ,ET)}, 知 对 于 任意 的 整数 ET 和 任意 的 
2 ET 条 件 概 率 满足 

P(X ms | 
人 (4.1) 
则 称 {X, ,n€ 芽 } 为 马尔 可 夫 链 ,简称 马 氏 链 . 
人 .1) 式 是 马尔 可 夫 链 的 马 氏 性 (或 无 后 效 性 ) 的 数学 表达 式 . 由 定义 知 

P{X,=i, X=7,"", X, = i,)} 
| 

P{X, =i; Xi =i, KX, = 
人 








=,P{X 2 Xe PX 
P{X,=i |X,=i,}P{X,=i}. 
可 见 ,马尔 可 夫 链 的 统计 特性 完全 由 条 件 概 率 





$ 4.1 马尔 可 夫 链 的 概念 及 转移 概率 册 


P{X,,,=i,,,|X,= 7,)} 
所 决定 , 如何 确 定 这 个 条 件 概 率 , 是 马尔 可 夫 链 理论 和 应 用 中 的 重要 问题 之 一 . 


二 、 转 移 概率 


条 件 概率 P{X,,, =j|X, = 让 的 直观 含义 为 系统 在 时 刻 n 处 于 状态 i 的 条 
件 下 ,在 时 刻 n+1 系统 处 于 状态 j 的 概率 . 它 相当 于 随机 游 动 的 质点 在 时 刻 7 
处 于 状态 i 的 条 件 下 ,下 一 步 转移 到 状态 ; 的 概率 . 记 此 条 件 概 率 为 p; (n) ,其 
严格 定义 如 下 : 

定义 4.2 称 条 件 概率 

ps 1n) = P{X,,, =j/|X, = 1i} 
为 马尔 可 夫 链 {X,,zET) 在 时 刻 7 的 一 步 转 移 概 率 , 其 中 ;JE 了 简称 为 转移 
概率 . 

一 般 地 , 转移 概率 p(n) 不 仅 与 状态 i,; 有 关 , 而 且 与 时 刻 n 有 关 . 当 
Pp; (7) 不 依赖 于 时 刻 2 时 ,表示 马尔 可 夫 链 具有 平稳 转移 概率 . 

定义 4.3 若 对 任意 的 JE 大 马尔 可 夫 链 {X,,zET)} 的 转移 概率 p, (n) 
与 7 无关, 则 称 马尔 可 夫 链 是 齐 次 的 ,并 记 p, (7) 为 p,. 

下 面 我 们 只 讨论 齐 次 马尔 可 夫 链 , 通 稍 将 “和 齐 次 ”两 字 省 略 . 

设 P 表示 一 步 转移 概率 pp, 所 组 成 的 矩阵 , 且 状态 空间 T= {1,2…}, 则 
Py ig Wg 
下 全 | J Dy 

















称 为 系统 状态 的 一 步 转移 概率 和 矩阵, 它 上 具有 性 质 : 

(1) pi; 宇 0;1,7ET; 

(2) > ,四 =1 6E I. 

JET 

@O) 式 中 对 7 求 和 是 对 状态 空间 工 的 所 有 可 能 状态 进行 的 ,此 性 质 说 明 一 步 转 移 
概率 矩阵 中 任 一 行 元 素 之 和 为 工 通 问 称 满足 上 述 (1)，@) 性 质 的 矩阵 为 随机 短 
阵 . 

为 进一步 讨论 马尔 可 夫 链 的 统计 性 质 ,我 们 给 出 步 转移 概率 、 初 始 概 率 
和 绝对 概率 的 概念 . 

定义 4.4 称 条 件 概率 

bP OE Lm O01 
为 马尔 可 夫 链 {X,,nET} 的 nn 步 转移 概率 ,并 称 
Pp'™ = (pe 
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为 马尔 可 夫 链 的 n 步 转移 矩阵 , 其 中 p;” 宇 0，》)py =1; 即 P” 也 是 随机 算 


JET 











阵 . 
当 n=1 时, p; = jp;; 此 时 一 步 转移 算 了 泗 P"” =P. 此 外 ,我 们 规定 
@) — LS 0 
1， i=j. 
定理 4.1 设 {(X ,7 ET) 为 马尔 可 夫 链 , 则 对 任意 整数 nn 宇 0,1 过 1<n 和 
i, jE 1,n 步 转移 概率 po 具有 下 列 性 质 : 
(1) 放生 2 他 1 2 《7 一 Rs (4 .2) 
全 i Pu, 大 二 (4.3) 
AI ET 了 
G)P™”=PP™” pb; (4.4) 
4) P”=P". (4.5) 
证 4) 利用 全 概率 公式 及 马尔 可 夫 性 ,有 
(7 es -P(X 
ps =P{X,,,=j|X, 2 P{X,= 7} 
= P{X,, = i, X,,,1 = AR， Xi = a 
| TR = 
P{X,=i, X,,,=k} 
P{X,=i 
SP{X,,,=7| XK, = EIP{X,,,=k|X,= i) 
kETI 
= Sp (3 年 六 六， 3 D 
kEI kel 
C) 在 (由 中 令 1=1,k= 得 
四 二 一 2 px .De . 
kiEl 
这 是 一 个 递 推 公式 , 故 可 递 推 得 到 
站“ 三 a 本 Pu Pree, Pe 1i: 


G) 在 Gd) 中 令 
Gd) 由 G) ,利用 归纳 法 可 证 . 


定理 4.1 中 (1) 式 称 为 切 普 曼 一 科 尔 莫 戈 罗 夫 方程 ， 





马尔 可 夫 链 的 转移 概率 的 计算 中 起 着重 要 
全 由 一 步 转移 概率 决定 . (4) 式 说 明 齐 次 马 
步 转移 概率 算 阵 的 ” 次 乘 方 . 

定义 4.5 


/1 利用 矩阵 薪 法 可 证 : 





简称 C- 开 方程 . 它 在 
的 作用 . Se n 步 转移 概率 完 
尔 可 夫 链 的 2” 步 转移 概率 矩阵 是 一 


$ 4.1 马尔 可 夫 链 的 概念 及 转移 概率 本 


p;=P{X,=j} 和 p(n)=p{X,=j} GED 
为 {XX Ee 并 分 别称 {p;;,j€E 和 {p(n),jE7T) 为 
{X,,nE€T} 的 初始 分 布 和 绝对 分 布 ,人 简 记 为 {p;} 和 {p(n)}. 称 概率 问 量 
PY (nn)= (CCD DC) (n>0) 
为 n 时 刻 的 绝对 概率 向 量 , 而 称 
了 (0)= (CD ，D，…) 

为 初始 概率 向 量 . 

定理 4.2 设 {X,,nET} 为 马尔 可 夫 链 , 则 对 任意 jET 和 nn 宇 1, 绝 对 概率 
p; (n) 具 有 下 列 性 质 : 


(1) p; (1) = Spipe (4.6) 
Q) p; (n) = > (B= 1 ps (4.7) 
iEl 
G) P' (1)=P’' (0)Pp™; (4.8) 
dd) P' (=P (nn-1P. (4.9) 
证 4) p; (n=P{X,=j}= >,P{X,=i,X,=j)} 
iEl 
= > PX, =7|X0=2P{X 和 SS 
i€J 
二 = 
Q) p 0) PX, j= SPR, ji Xi 
iEl 


= OP{X,=j|X, 1=i}P{X, = 人 


i€I 
二 > 人 开光 
G) 和 4) 式 是 (1) 与 0) 式 的 矩阵 乘积 形式 ， 显然 成 立 , 证 毕 . 
定理 4.3 设 {X,， ne TT} 为 马尔 可 夫 链 ， 则 对 任意 11 ，"""y 2, €E I 和 7 之 1， 








PS ps (4.10) 
i€ET 
证 ”由 全 概率 公式 及 马 氏 性 有 
P{X, 一 ZX， 一 i,} 一 P{(JX, 一 2， 入 |; = 21 和， |} 
iE I 
= > P{X,=i, X=i,"", X,= i,)} 


IE 了 
= >PUX =i}P{X,=i|X,= i 
i€ET 


P{X,=i,|X,=i,, XX, 学 
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= >P{X, se) P(X 
P{X,=i,|X, ,=i, ,} 
一 2 Pips, Pi ; 证 毕 . 
定理 4.2 表明 绝对 概率 p, (n) 也 具有 类 似 于 ?” 步 转移 概率 的 性 质 . 定理 

4.3 则 进一步 说 明 马 尔 可 夫 链 的 有 限 维 分 布 完全 由 它 的 初始 概率 和 一 步 转移 概 
率 所 决定 .因此 ,只 要 知道 初始 概率 和 一 步 转移 概率 ,就 可 以 描述 马尔 可 夫 链 的 
统计 特性 . 
三 、 马 尔 可 夫 链 的 一 些 简单 例子 

马尔 可 夫 链 在 研究 质点 的 随机 运动 .自动 控 制 .通信 技术 .生物 工程 、 经 济 管 
理 等 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 . 

例 4.1 无 限制 随机 游 动 . 

设 质点 在 数 轴 上 移动 ,每 次 移动 一 格 , 回 右 移动 的 概率 为 p, 问 左 移动 的 概 
率 为 g=1 一 p, 这 种 运动 称 为 无 限制 随机 游 动 . 以 X, 表 示 时 刻 n 质点 所 处 的 位 
置 , 则 {X,,nE 芽 } 是 一 个 齐 次 马尔 可 夫 链 , 试 写 出 它 的 一 步 和 上 步 转移 概率 . 

解 显然 {X， ;nAET} 的 状态 空 3 间 ] T= {0， sd 人 }, 其 一 步 转移 概率 算 
阵 为 


























设 在 第 上 步 转移 中 向 右 移 了 - 有 二 步 转移 状态 从 :; 
进入 j, 则 


ee 
A es 
从 而 

_k+0—2) 一 必 一 2 


由 于 x,y 都 只 能 取 整 数 , 所 以 上 圭一 忆 必 须 是 偶数 .又 在 & 步 中 哪 x 步 问 右 ， 
哪 y 步 癌 左 是 任意 的 ,选取 的 方法 有 C 种 .于 是 
bw /GPF + 一 站 为 个 数 
= 十 一 让 为 奇数 . 
例 4.2 赌 徒 输 光 问题 . 


$ 4.1 马尔 可 夫 链 的 概念 及 转移 概率 





两 赌 徒 甲乙 进行 一 系列 赌博 . 赌 徒 甲 有 a 元 , 赌 徒 己 有 5 元 ,每 赌 一 局 输 
者 给 磋 者 1 元 ,没有 和 局 ,直到 两 人 中 有 一 个 输 光 为 止 . 设 在 每 一 局 中 , 甲 顾 的 概 
率 为 p, 输 的 概率 为 g=1--p, 求 甲 输 光 的 概率 . 

这 个 问题 实质 上 是 带 有 两 个 吸收 壁 的 随机 游 动 , 其 状态 空间 [= {0, 1， 
2,…,C) ,c= 二 a 十 5. 故 现在 的 问题 是 求 质点 从 a 扩 出 发 到 达 0 状态 先 于 到 达 c 
状态 的 概率 . 











解 设 u; 表 示 甲 从 状态 i 出 发 转移 到 状态 0 的 概率 ,我 们 要 计算 的 就 是 
us .由 于 0 和 < 是 吸收 状态 , 故 


由 全 概率 公式 
ui;=pusitaqu: (i=1,2,%…,c—1). (4.11) 
上 式 的 含义 是 , 甲 从 有 i 元 开始 赌 到 输 光 的 概率 等 于 “他 接 下 去 说 了 一 局 (概率 
为 p) ,处 于 状态 i+1 后 再 输 光 ”和 “他 接 下 去 输 了 一 局 (概率 为 g) ,处 于 状态 
1 一 1 后 再 输 光 ”这 两 个 事件 的 和 事件 的 概率 . 
由 于 p+g=1, (4.11) 式 实质 上 是 一 个 差分 方程 
Ui Ui=r (uu), i=1,2,…,c—1, (4 .12) 











其 中 w= 二 ,其 边界 条 件 为 


4 
Pp 
uo 三 工 ， 2 三 0. (4.13) 


证 计 论 -= 守 剖 上 =j 二 5 的 情况 ,此 时 4.12) 式 为 





Url Ui TU; 1 
» ， 一 eo. pW 一 0 
令 j=1,2， »C 1,uUl 二 wo。 十 Q, 伍 


U;=U; 1:t+a= ut ia 


MU 二 WU 1:ta= uo tca. 


将 w=0,u,=1 代入 最 后 一 式 , 得 参数 
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1 
(0 AE 
人 
所 以 es 
令 zi=aw, 求 得 甲 输 光 的 概率 为 
三 
Ya c ato 








上 述 结果 表明 ,在 p=g 情况 下 ( 即 甲 乙 每 局 比赛 中 输赢 是 等 可 能 的 情况 下 )， 
甲 输 光 的 概率 与 乙 的 赌 本 5 成 正比 , 即 赌 本 小 者 输 光 的 可 能 性 大 . 
由 于 甲乙 的 地 位 是 对 称 的 , 故 乙 输 光 的 概率 为 





2 (08 

“a+t+b: 

由 于 w+ z =1, 表 明 甲 乙 中 必 有 一 人 要 输 光 , 赌博 迟早 要 结束 . 
再 讨论 r 关 1;, 即 p 关 9g 的 情况 .由 (4.12) 式 得 


=] €¢=1 


2 一 Uz = BD Ds (ul — uo) 





Usp 






































E = M1 
令 =05 由 于 ;三 ;有 
1= dd -wu) 
工 一 7 
即 De 
代 六 他 ,1D 式 3 得 
ee 
令 &=a, 得 甲 输 光 的 概率 
det 
由 
由 对 称 性 , 乙 输 光 的 概率 为 (x, = p/9g) 
| 
Ty 


由 于 w+ w==1; 因 此 在 x 关 1 时 , 即 p 关 gq 时 两 个 人 中 也 总 有 一 个 人 要 输 光 的 . 
例 4.3 天 气 预报 问题 . 
设 昨 日 、 今 日 都 下 雨 , 明日 有 两 的 概率 为 0.7; 昨 日 无 雨 ,今日 有 雨 ,明日 有 
雨 的 概率 为 0.5; 昨 日 有 十 ,今日 无 南 , 明日 有 雨 的 概率 为 0.4; 昨日、 今日 均 无 
雨 ,明日 有 十 的 概率 为 0.2. 寿星 期 一 .星期 二 均 下 雨 , 求 星期 四 下 雨 的 概率 . 

















$ 4.1 马尔 可 夫 链 的 概念 及 转移 概率 








解 ” 设 昨日 、 今 日 连续 两 天 有 雨 称 为 状态 0 GRR) ,上 昨日 无 十 .今日 有 雨 称 为 
状态 1 CNR) ,昨日 有 雨 、 今 日 无 雨 称 为 状态 2 CRN) ,上 有 昨日、 今日 无 雨 称 为 状态 
3 (NN) ,于 是 天 气 预报 模型 可 看 作 一 个 四 状态 的 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 为 

pw 二 P{RsRy | RnRs}= 了 {连续 三 天 有 雨 } 
= RelIR RD 
po = P{NsRg | RRs}=0( 不 可 能 事件 )， 
pw = P{Rs Ny |RuR,}=P{Ny |ReR,)} 
=1-0.7=0.3， 
po; = PINsNsg |RaRs}=0( 不 可 能 事件 )， 
其 中 R 代表 有 雨 , N 代表 无 雨 .类似 地 可 得 到 所 在 状态 的 一 步 转移 概率 .于 是 它 
的 一 步 转移 概率 矩阵 为 
[po po po pos| 17 0 0.3 07 
Pwo Pu pw ps 0.5 0 0.5 0 
py py py ps 0 0.4 0 0.6 
[ps ps ps ps 10 0.2 0 0.8 
其 两 步 转 移 概率 矩阵 为 
0.7 0 0.3 00131107 0 0.3 01 
0.5 0 0.5 0 |1I0.5 0 0.5 0 
0 0.4 0 0.6||0 0.4 0 0.6 
0 0.2 0 0.8L0 0.2 0 0.8. 
0.49 0.12 0.21 0.18) 
0.35 0.20 0.15 0.30 
0.20 0.12 0.20 0.48| 
0.10 0.16 0.10 0.64] 
由 于 星期 四 下 雨 意味 着 过 程 所 处 的 状态 为 0 或 1, 因此 星期 一 .星期 二 连续 下 
十 ,星期 四 下 雨 的 概率 为 
p= po + pe =0.49+0.12=0.61. 

例 4.4 设 质 点 在 线段 [1,4]j 上 作 随 机 游 动 ,假设 它 只 能 在 时 刻 nET 全 发生 
移动 , 且 只 能 停留 在 1,2,3,4 点 上 . 当 质 点 转移 到 2,3 点 时 , 它 以 1/3 的 概率 问 
左 或 向 右 移动 一 格 , 或 停留 在 原 处 . 当 质 点 移动 到 点 工时 , 它 以 概率 1 停留 在 原 
处 . 当 质 点 移动 到 点 4 时 , 它 以 概率 1 移动 到 点 3. 若 以 X, 表 示 质 点 在 时 刻 n 所 
处 的 位 置 , 则 {X,,z ET 是 一 个 齐 次 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 矩阵 为 


























P”= PP= 

















56 第 四 章 马尔 可 夫 链 


rl 0 0 901 
1/3 1/3 1/3 0 
0 1/3 1/3 1/3. 
[0 0 1 0: 
各 状态 之 间 的 转移 关系 及 相应 的 转移 概率 如 图 4.2 所 示 . 











例 中 的 点 1 称 为 吸收 壁 , 即 质点 一 旦 到 达 这 种 状态 后 就 被 吸收 住 了 ,不 再 移 
动 ; 点 4 称 为 反射 壁 , 即 质 点 一 旦 到 达 这 种 状态 后 ,必然 被 反射 出 去 . 
例 4.5 生 灭 链 .观察 某 种 生物 群体 ,以 X, 表 示 在 时 刻 n 群体 的 数目 , 设 为 
i 个 数量 单位 ,如 在 时 刻 n+1 增生 到 i +1 个 数量 单位 的 概率 为 5,;, 减 灭 到 i 一 
1 个 数量 单位 的 概率 为 a; ,保持 不 变 的 概率 为 x,=1 一 (a; + 6,), 则 {X,，,n 主 0} 
为 齐 次 马尔 可 夫 链 ,T= {0,1,2,…} ,其 转移 概率 为 
b, j=i+tl; 








Pi = 7 ， 2 三 7， 
Ci ， 7 三 2 一 工 . 
a6 = 二 0, 称 此 马尔 可 夫 链 为 生 灭 链 . 


$4.2 马尔 可 夫 链 的 状态 分 类 


一 、 状 态 的 分 类 
本 市 讨论 齐 次 马尔 可 夫 链 的 状态 分 类 . 
是 p; ,i,jE1T, 初 始 分 布 为 {p; ,jE7T) .我们 依 概率 性 质 对 状态 进行 分 类 . 
例 4.6 设 马尔 可 夫 链 的 状态 空间 T= {1,2,…,9), 状 态 间 的 转移 概率 如 图 
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4.3 所 示 . 由 图 4.3 可 见 自 状态 1 出 发 ,再 返回 状态 1 的 可 能 步 数 (时 刻 ) 为 全 = 
人 ,6,8,10,…)} .显然 工 的 最 大 公约 数 为 2. 但 2 条 全 , 即 由 1 出 发 经 两 步 不 能 返 
回 1. 受 机 械 运 动 周期 的 启发 ,我 们 仍 把 2 定义 为 状态 1 的 周期 . 








定义 4.6 ”如 集合 {n:n 宇 1, p;”>0} 非 空 , 则 称 该 集合 的 最 大 公约 数 & = 
qd (i)=G.C.Dt{n:p; ”>0) 为 状态 i 的 周期 .如 4>>1 束 称 i 为 周期 的 ,如 4 = 
1 就 称 i 为 非 周 期 的 . 

由 定义 知 ,如 果 i 有 周期 9, 则 对 一 切 非 零 的 nn 关 0 (mod q) 都 有 p;”=0. 但 
这 并 不 是 说 对 任意 nd 有 jp;” >0, 如 例 4.3 中 的 状态 1 的 4=2, 但 p=0. 然 
而 我 们 有 如 下 结论 

引 理 4.1 如 i 的 周期 为 4, 则 存在 正 整 数 M, 对 一 切 n 宇 M, 有 ps >0. 

证 设 {n:n 宇 1; pw >0}= {n,n,,…), 令 

CD (mn 

则 3 计 记 2 政和 在 正 束 数 和 使 得 该 三 Win 三 和 因此 :二 
G.C.D {ni; ny;…; Nw}. 从 而 存在 正 整数 M, 对 一 切 n 宇 M ,由 初等 数论 有 





nd = > qns， Qj; 为 正 整 数 . 
£1 
因而 当 nn 宇 M 时 


N 
pe = 到 2 i 5 Ca) 


N 
二 11 [pa 1% >0. 


例 4.7 设 T= {1,2,3,4}, 转 移 概率 如 图 4.4, 易 见 状态 2 与 状态 3 有 相同 
的 周期 &=2. 但 由 状态 3 出 发 经 两 步 必定 返回 到 3, 而 状态 2 则 不 然 , 当 2 转移 
到 3 后 , 它 再 也 不 能 返回 到 2 .为 区 别 这 样 两 种 状态 ,我 们 引入 常 返 性 概念 . 

记 





二 过 天 六 lvn-1, A j| X,, = 2),， 1 之 1， 
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1 1 1 
C00™0 0 
1 1 
图 4.4 


f2 =0. 4.15) 
显然 由 马 氏 性 与 齐 次 性 上 式 右 方 与 mr 无 关 . 它 表示 质点 由 i 出 发 ,经 n 步 首 次 
到 达 7 的 概率 也 称 为 首 中 概率 . 
记 











它 表 示 质 点 由 i 出 发 ,经 有 限 步 终 于 到 达 j 的 概率 . 
定义 4.7 称 状 态 i 为 常 返 的 ,如 f=1; 称 状态 i 为 非常 返 的 ,如 广 <1. 
因此 , 若 ; 是 非常 返 态 , 则 由 :i 出 发 将 以 正 概率 1 一 ff 永远 不 再 返回 到 i; 车 
i 是 常 返 时 , 上述 现 象 不 会 出 现 .对 常 返 态 i, 由 定义 知 {f;”,n 宇 1} 构 成 一 概率 
分 布 .此 分 布 的 期 望 值 








-= > ra 
表示 由 i 出 发 再 返回 到 ; 的 平均 返回 时 间 ， 
0 如 jp,<%, 则 称 常 返 态 i 为 正常 返 的 ; 如 jy = %; 则 称 常 返 态 i 


为 零 常 返 的 . 非 周 期 的 正常 返 态 称 为 遍历 状态 
fy 与 二 “有 如 下 的 关系 ， 
定理 4.4 对 任意 状态 i,j 及 1 三 n<%, 有 
着 己 区 > 了 2 = > J 人 (4.16) 
k=1 
证 
py =P(X,=j|X,=7) 


Ss PO FTC v= TX 


= >) P(X,=j|X, =i, XAj, SuSE -1 X =)" 
k=1 
有 (要 富力 


(n— kk) 六 
=- > Dy 
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C 一 KK 方程 及 (4.16) 是 马 氏 链 的 关键 性 公式 ,它们 可 以 把 p;” 分 解 成 较 低 步 的 
转移 概率 之 和 的 形式 .由 定理 4.4 我 们 得 到 周期 的 等 价 定义 
引 理 4.2 G.D.D{t2:7z 二 lp >0}=G.C.D{n:n21, ff” >0}. 


证 令 





2=G.C.D{2:7 二 1 p;” >0)}, 

EEG OC Dn 20) 
由 4.106) 知 pw 宇 f” 故 {:n 宇 1, p>0})D :nn 宇 1; f;”>0); 从 而 1 过 4d 声 
t. 若 1=1; 则 d=z=1. 车 :>1, 我 们 证 明 4d 宇 1, 为 此 只 需 证 zt 是 {n: pw >>0} 
的 公约 数 即 可 .换言之 ,如 nn 关 0 (mod ?) 必 有 pi? =0. 由 tz 的 定义 及 (4.16) 知 对 
一 切 n 达 i, 都 有 


EE ” 0 2 =0. 
2 他 记 
今 假设 当 n= mi+r;m=0;,1;2,…,N 一 1 时, p;”=0, 则 由 (4.16) 并 注意 到 如 
7 天 0 (mod z) 时 fw =0, 我 们 有 
pa! 7) SY Dr+ fo? ps 0 一 0， 

从 而 由 归纳 法 证 得 d 宇 z. 

综 上 所 述 ,我 们 有 4d=z. 证 上 毕 . 

例 4.8 设 马 尔 可 夫 链 的 状态 空间 T= {,2,3} ,其 转移 概率 矩阵 为 








0 pi di 
P= | 9， 0 Ps |， 
LD 93 0 J 


求 从 状态 1 出 发 经 n 步 转移 首次 到 达 各 状态 的 概率 . 
解 ”如 用 .16) 式 计算 将 会 很 复杂 , 我们 直接 通过 状态 转移 网 (图 4.5) 来 
计算 .利用 归纳 法 可 得 

















60 第 四 章 马尔 可 夫 链 


| (qip3)” lqigss n=2m,m 宇 1, 


. i ) "pi, n=2m+1,m 宇 0. 
同 理 可 得 
Rk {p192)™” pipss n=2m,m21, 
0 re a 
0， 7 二 1， 
0 n=2m;m 宇 1 
b (p,qg3)” pspyt+ qi (gp qq n=2m+1,m 写 1. 


二 、 常 返 性 的 判别 及 其 性 质 


本 段 论 述 如 何 用 p;” 判别 常 返 状态 及 性 质 . 
设 {a,,n 宇 0} 为 实数 列 ,考虑 其 母 函 数 


A (s)= > Qa,s” . 
显然 ,如 {a,})} 有 和 界 , 则 A (s) 对 一 切 |s|<1 收 得 进而 , 耕 {a,} 与 {5,} 的 母 函 数 分 
别 为 A (3) 与 BG), 且 对 一 切 |s | 过 1 收 合 ;, 则 {4} 与 {6,} 的 卷 积 


n 


C= >，ab te n=0,1," (4.17) 


k=0 


的 母 函数 CC(s) = A (6)B(). 
定理 4.5 状态 i 常 返 的 充 要 条 件 为 











5 0 (4.18) 
n=0 
如 :非常 返 , 则 
- (n) 1 
> pi 1 户 


证 规定 p=1, f=0. 由 定理 4.4 知 


= > a a , 7 之 1 
两 边 乘 以 ” ,并 对 n 宇 1 求 和 , 若 记 {p;”} 与 {f;”} 的 母 函 数 分 别 为 PGs) 与 
FC), 与 (4.17) 式 比较 即 得 
Pl(s)—1=P(s)F(). 
注意 到 当 0 之 s<1 时 ,FG)<f 达 1,; 因 此 


P(s)= 0 三 s 之 1. (4.19) 


1 
1 一 下 (CS) 
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显然 对 任意 正 整数 N 都 有 
pAP()S > pi 0<s<1 (4.20) 
是 当 ， 11 时 PC 不 减 ， 故 在 (4 . 20) 式 中 如 先 令 s 11; 再 令 N-~>co ,我 们 有 


oo 


2 (四 
limP (s) = 2 py . (4.21) 

同 理 可 得 
limF (s) = S es (4 .22) 


n=0 


令 4.19) 式 两 边 中 的 SS (4.22) 式 立 得 定理 . 

定理 4.5 表示 , 当 i 常 返 时 ,返回 i 的 次 数 是 无 限 多 次 ; 当 i 非常 返 时 ,返回 

i 的 次 数 只 能 有 限 多 次 .为 了 进一步 理解 这 一 特性 ,我 们 给 出 “和 超 限 ”概率 的 定义 
gi 二 PP (有 无 限 多 个 nn 使 X=j|X,=2) 


一 pp, (有 无 限 多 个 nn 使 X= 
BT Wk. (X, = 7) }. 


引 理 4.3 ”对 任意 状态 ; 有 























/fs | 人 
” 10， 如 了 非常 返 ， 
证 仿 
Ai = (e: 至 少 有 有 个 ?使 X Ce) = 力 ， 
避风 古人 
JimP (A) = g,. (4.24) 


PQWD)=PtUG Aj0<v<mX, = 7 至少 有 kk 个 n 使 XX,,, = 让} 


m=1 


> P; (X, 关 j,0<v<m, X= 站 P; (至 少 有 上 个 n 使 X= 让) 


nm 


= > BO DE 425 
由 i 的 任意 性 ， 反复 迭代 (4.25) 并 注意 P; CA,) = f ;我们 有 
Pe CA A 


令 k 一 co, 由 (4.24) 式 及 G4.25) 式 有 
i 如 fy=1; 
0 MW 
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从 而 引 理 得 证 . 
由 上 述 引 理 , 我 们 立即 得 到 定理 4.6. 
定理 4.6 状态 i 常 返 当 且 仅 当 g, =1; 如 ii 非常 返 , 则 g,=0. 
对 于 常 返 态 i, 为 判别 它 是 吉 历 或 零 常 返 ,我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 面 定理 . 
定理 4.7 设 i 常 返 是 有 周期 gq, 则 




















_d 
li 一 ， (4.26) 
i 


其 中 A 为 i 的 平均 返回 时 间 . 当 j, = 0 
由 定理 4.7 立即 得 
推论 。 设 i 党 返 , 则 
(1) i 零 常 返 喇 lim pw =0; 


i 遍历 Slimp? = 二 >0. 


证 (4) 如 i 零 常 返 ,由 (4. 20) 知 lim pi* =0, 但 当 nn 关 0 (mod q) 时 ;= 
0, 政 lim pi =0. 肥 之 , 避 lim pw =0, 而 是 正常 返 ; 则 由 (4.26) 得 lim pw > 
0, 艺 盾 . 


Q) 设 lim pw a we 这 说 明 i 为 正常 返 limpa” = 地 ,与 4.26) 比较 





人 显然 . 

我 们 称 自 状态 i 可 达 状 态 j, 并 记 为 i>j, 如果 存在 n >>0 使 p;”>0; 称 状 
态 ; 与 ) 互通 ,并 记 为 i>j, 如 1->) 且 7 一 2 

定理 4.8 可 达 关 系 与 互通 关系 都 具有 传递 性 , 即 

如 有 果 1] ,jk, 则 i>k; 

如 果 i<>7,j<>k, 则 i<>k. 

证 ”i>j, 即 存在 / 写 1, 使 2 >0,7 一 多, 即 存在 m 之 1; 使 px? >0. 

由 C- 开 方程 

pa'™ = 2 ps pr ps pr >0， 


且 1+m 宇 1; 所 以 i 一 kk. 
将 可 达 关 系 的 证 明 , 正 问 用 一 次 ,反问 用 一 次 ,就 可 得 出 互通 关系 的 传递 性 . 
下 一 定理 指出 互通 关系 的 状态 是 同一 类 型 . 
定理 4.9 如 i<>7, 则 
Gd) i 与 j 同 为 常 返 或 非常 返 ,如 为 常 返 , 则 它们 同 为 正常 返 或 零 常 返 ; 
@O) i 与 ;有 相同 的 周期 . 
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证 (1) 由 于 i<>j, 由 可 达 定 义 知 存在 ! 宇 1 和 nn 宇 1, 使 得 
p20 Be 0 


Bp 4.27) 
A m+ 1) 0 = aBp 2 (4. 28) 
将 上 两 式 的 两 边 从 1 到 ce 求 和 , 得 
> > > py ; 


m= 


> 00 Be 


二 


可 见 ， > 六 多 与 > 5 多 相互 控制 ,所 以 它们 同 为 无 穷 或 同 为 有 限 . 由 定理 2 知 


2 同 为 常 返 或 同 为 非常 返 .又 对 (4.27) 式 , 4.28) 式 两 边 同时 令 mw 一品 取 极 
限 , 则 有 
lim 户 ; m+ ” 宇 aB linn ps 


Mm-—> co m—> oo 


( 2) (Cm) 
limp; ” 之 a lim pp; . 


因此 limp 汉 与 limp 六 同 为 零 或 同 为 正 .由 定理 4.5 知 ,i 与 j 同 为 零 常 返 或 同 为 
正常 返 . 
0) 全 仿 





py =a>0, px =B>0. 
设 i 的 周期 为 dq,j 的 周期 为 1. 由 G4.27) 式 知 ,对 任 一 使 px”>0 的 mm, 必 有 
ps ” ”>>0,; 从 而 4 可 除 尽 1+m+n, 但 
pp by S00 
所 以 4 也 能 除 尽 1+n. 可 见 4 可 除 尽 m, 这 说 明 4g 委 二 利用 人 4.28) 类 似 可 证 
宇 t. 因 而 d=. 
例 4.9 设 马 氏 链 J T= {0,1,2,…}, 转 移 概 率 为 


1 
Po mene po 一， DLs 
G) oO _ .1 _ 工 二 
考查 状态 0， 由 图 4.6 易 知 fo 地 :8 四 2 ,foo 分 2 2 


计 ， , 一般 有 人 二 5 二 ，, 故 


64 第 四 章 马尔 可 夫 链 


1 1 
了 记 请 2 
1 
IOCREOT GO © 
1 
7 
图 4.6 
Wy 
n=1 
可 见 0 为 正常 返 , 由 于 p= 二 >0; 所 以 它 是 非 周 期 的 ,因而 是 遍历 的 .对 其 它 


时 7. 总 

状态 i 求 万” 较 烦 .但 利用 定理 4.9, 因 ;ie>0, 故 ;也 是 遍历 的 . 

此 例 告诉 我 们 ,对 互通 状态 的 识别 ,只 需 对 最 简单 的 状态 进行 判断 即 可 . 

例 4.10 设 {X,}) 为 生 炎 链 ( 例 4.5), 其 中 X,=1,a;>0G 宇 DD) ,0,>0(G 宇 
0) . 如 

>) 二 co， G4.29) 

则 {X,} 的 所 有 状态 是 常 返 的 . 

实际 上 {X,} 的 状态 是 互通 的 , 故 只 需 验证 状态 0 是 常 返 即 可 .定义 


t=min{n:X,=7)}. 





对 固定 的 状态 &, 记 


U(i)=P, A (zt, < |X, =,0<i<Ek, 
则 由 全 概率 公式 

UC()=0UG+D D+taUG 1)+rUG0),0<i<k. 
因为 x,=1 一 a; 一 6b;,; 所 以 由 上 式 得 


yorD U0 [U0 UG 








二 衣 EY es 避 
Qi0i-1 Qi 二 
于 LUGd) - UG) ]. 


Cj 


邻 坟 二 1= 0) 寺 二 则 有 
~ bo Pp bb, ob, 


UGG- UG+1)=B[D- UAQ)]. (4.30) 
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上 式 两 边 求 和 并 注意 U (4) =0, 得 
en [a 
由 (4.30) 式 得 
U GD) = Lg = > > B;. 


因为 (cz 之 z) 全 故 由 (4.29) 及 上 式 得 
P, (tw, < %) = limP, (ty < a) 


im (38 /Del 
= lim {1 和 (5p) }= 


7=0 


注意 到 P, (r,< co) = 万， 所 以 
Jo = pot poufio=rotbo=1. 
由 此 知 状态 0 是 常 返 的 . 
由 上 可 见 , 如 生 灭 链 的 a 三 5; >>0, 则 它 是 第 返 链 . 由 于 状态 的 尝 返 性 与 初 
始 分 布 无 关 , 因此 假设 X, =1 不 影响 结论 的 一 般 性 . 
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定义 4.9 状态 空间 工 的 子 集 C 称 为 (随机 ) 闭 集 , 如 对 任意 i EC 及 E&FC 
都 有 p;, =0. 闭 集 C 称 为 不 可 约 的 ,如 C 的 状态 互通 . 马 氏 链 {X,} 称 为 不 可 约 
的 ,如 其 状态 空间 不 可 约 . 

引 理 4.4 C 是 闭 集 的 充 要 条 件 为 对 任意 iEC 及 有 入 C 都 有 pw =0,7 二 1 

证 只 需 证 必要 性 .用 归纳 法 , 设 C 为 团 集 ,由 定义 当 n=1 时 结论 成 立 . 今 
设 n=m 时 , pY? =0,i€EC,k 针 C, 则 


ed i C71) C1) 
二 这 Px + Ds Pix 


六 ~ Spo+ 0 


jE€EC 








引 理 得 证 . 
闭 集 的 意思 是 自 C 的 内 部 不 能 到 达 C 的 外 部 .这 意味 着 一 旦 质点 进入 闭 集 
C 中 , 它 将 永远 留 在 C 中 运动 . 
称 状态 i 为 吸收 的 ,如 p; =1. 显 然 状态 i 吸收 等 价 于 单 点 集 { 引 为 团 集 . 
例 4.11 设 马 氏 链 {X,} 的 状态 空间 T= {1,2,3,4,5}), 转移 滤 阵 为 
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L112 0 "0 M2 0 
1/2 0 12 0 0 
P=|0 0 1 0 01. 
1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0J 








由 图 4.7 知 3 是 吸收 的 , 故 {3} 是 闭 集 . {1,4}, {1,4,;3}, {1,2,3,4} 都 是 闭 
集 , 其 中 {3} 及 {1,4} 是 不 可 约 的 .又 I 含有 闭 子 集 , 故 {X,}) 不 是 不 可 约 链 . 





例 4.12 无 限制 随机 游 动 为 不 可 约 蕊 氏 链 ,各 状态 的 周期 为 2 且 当 p=g 
=1/2 时 是 零 常 返 链 , 当 p 隆 g 时 是 非 第 返 链 . 

证 无 限制 随机 游 动 的 所 有 状态 都 是 互通 的 , 故 只 需 判 断 状态 0 是 零 常 返 
还 是 非常 返 态 . 


EE 








i 人 ， N=2m, 
00 0， n=2m—1;,nm=1,2,…, 
其 中 g=1-p, 故 状态 0 是否 第 返 的 充 要 条 件 是 级 数 


5 pe SD pg 
时 汪汪 ZE 全 汪 
是 否 收敛 .由 Sterling 公式 , 当 7 充 分 大 时 
n! Xv 2rnn’e “， 





所 以 
”QMm! v2xrQm) Cm) "ee ” 
(4 爸 入 pe 
(mm !) 2xmm’” e 
4” 
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故 级 数 > pw 收 化 的 充 要 条 件 是 级 数 3 二 名- 收敛 








m= 1 Vm 
(1) 当 力 三 9 时 
2 (4pq)” 证 
~ 上 一 A a 
m= 1 V mT m= 1 De 2 Mm 
此 时 
1 
lim QQm) = lim -0. 
Pn 
故 有 
iy po =0， n=2m,; 
lim poo = 
0， n=2m—1,; 


即 状 态 0 为 零 常 返 
CO) 当 p 关 gq 和 a =C” po” 由 于 4p<1. 故 
( 人 (27 十 2) (27 十 1) 


lim Cm oy = lim 


m>% Cm Mm—> co (m+ 1)° 
4pgq<1. 
由 比值 判别 法 知 
> po 一 D3 Um 


收敛 . 故 状态 0 是 非常 返 的 . 

我 们 知道 自 常 返 状 态 只 能 到 达 和 名 返 状 态 , 因 此 了 工 中 全 体 常 返 状 态 组 成 一 财 
集 C. 在 C 中 互通 关系 具有 上 自 返 性 ,对 称 性 和 传递 性 ,因而 它 决 定 一 分 类 关系 . 
按 互 通关 系 我 们 可 得 到 状态 空间 的 分 解 定 理 . 

定理 4.10 任 一 马 氏 链 的 状态 空间 天 可 惟一 地 分 解 成 有 限 个 或 可 列 个 互 
不 相交 的 子 集 DD, C,, C,,… 之 和 ,使 得 

(1) 每 一 C, 是 常 返 态 组 成 的 不 可 约 闭 集 . 

Q) C, 中 的 状态 同类 ,或 全 是 正常 返 , 或 全 是 零 .它们 有 相同 的 周期 且 
二 

G) DD 由 全 体 非常 返 态 组 成 .上 自 C, 中 的 状态 不 能 到 达 中 的 状态 . 

证 ” 记 C 为 全 体 常 返 状 态 反 成 的 集合 ,D= 了 -CC 为 非常 返 状 态 全 体 .将 C 
按 互通 关系 进行 分 解 , 则 























T=DUGC UC Us 
其 中 每 一 个 C, 是 由 常 返 状态 组 成 的 不 可 约 的 闭 集 , 且 由 定理 4.9 知 C, 中 的 状 
态 同类 型 . 显然 ,日 C, 中 的 状态 不 能 到 达 妃 中 状态 . 
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我 们 称 C, 为 基本 常 返 闭 集 . 分 解 定理 中 的 集 D 不 一 定 是 闭 集 , 但 如 工 为 有 
限 集 , DD 一 定 是 非 财 集 . 因 此 ,如 最 初 质点 是 自 某 一 非常 返 状 态 出 发 , 则 它 可 能 
就 一 直 在 DD 中 运动 ,也 可 能 在 某 一 时 刻 离 开 D 转移 到 某 一 基本 常 返 闭 集 C， 
中 .一 旦 质点 进入 C, 后 , 它 将 永远 在 此 C, 中 运动 ,在 后 面 的 定理 中 我 们 将 进 一 
步 揭示 质点 在 闭 集 C, 中 的 运动 规律 .下 面 我 们 看 一 个 例子 . 

例 4.13 设 T= (2,…,6} ,转移 矩阵 为 














| 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 1 0 
P= 》 
1/3 1/3 0 13 0 0 
1 0 0 0 0 0 
L0 12 0 0 0 1/2 


试 分 解 此 链 并 指出 各 状态 的 常 返 性 及 周期 性 . 
解 ”由 图 4.8 知 A =1, fi”=0,n 关 3. 所 以 


1 = Dnfir =3， 
可 见 1 为 正常 返 状态 且 周 期 等 于 3. 含 1 的 基本 常 返 闭 集 为 
外 {k:1—>k}= {1,3,5}, 
从 而 状态 3 及 5 也 为 正常 返 且 周期 为 3. 同 理 可 知 6 为 正常 返 状态 .y= 3/2, 其 
周期 为 1, 含 6 的 基本 常 返 闭 集 为 





图 4.8 


C, = {k:6>k} = {2,6}. 





可 见 2 是 遍历 状态 . 
由 于 jj =1/3, fr”=0,n 关 1; 故 4 非常 返 ,周期 为 1, 于 是 了 可 分 解 为 
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定义 4.10 称 和 矩阵 (c;, ) 为 随机 和 矩阵 ,如 其 元 素 非 负 且 对 每 上 有 之 105 


= (pw ) 为 随机 和 矩阵 . 
(p),i,jEC 是 C 上 所 得 的 ( 即 与 C 相 





显然 上 步 转 移 和 矩阵 P™* 
引 理 4.5 设 C 为 团 集 , 义 G= 
应 的 )& 步 转移 子 和 矩阵 , 则 G 仍 是 随机 矩阵. 


证 任 取 ;EC, 由 引 理 4.4 我们 有 
1 = 520 2 DE 
j€EC 





显然 p* 宇 0,; 故 G 为 随机 窍 阵 . 
由 此 可 见 , 对 工 的 一 个 财 子 集 C, 可 考虑 C 上 的 原 马 氏 链 的 子 马 氏 链 . 其 状 
态 空间 为 C, 转移 矩阵 G= (p;),i,jEC 是 原 马 氏 链 转移 矩阵 已 = (p;),i,jE€ 
集 C 中 的 运动 情况 . 


I 的 子 矩 阵 .下 面 我 们 研究 质点 在 不 可 约 闭 
周期 为 4 的 不 可 约 马 氏 链 ,其 状态 空间 C 可 惟一 地 分 解 为 d 








定理 4.11 
个 互 不 相交 的 子 集 之 和 , 即 
CQ-1 
C= jcGnG = 狠 ，7r 关 5 (4.31) 
且 使 得 自 G, 中 任 一 状态 出 发 ,经 一 步 转移 必 进 入 G,, ,中 (其 中 Gu = Gu) 
,qd 一 1, 定义 集 


证 任意 取 定 一 状态 i; 对 每 一 7 三 0, 1 … 


三 ;对 菜 个 mn 宇 05 Do" >0); (4.32) 





d-1 
C 不 可 约 , 故 上 【】 G,=C. 
其 次 ,如 存在 JE G, 门 G,,; 由 G4.32) 必 存在 nn 及 m 使 p;”*'”>0,p;”*'”> 


0, 又 因 j<>i, 故 必 存 在 有 ,使 p>0, 于 是 
pre r+ h) Dp >0, 
PS SS SD >0. 
由 此 可 见 y+ 有 hh 及 s++h 痢 能 被 4 除 尽 , 从 而 其 差 (7 

0 一、 
十 有) 一 G+ 及 )=r 一 s 也 可 被 4 除 尽 ,但 0 过 r,s 过 d 有 
1, 故 只 能 7 一 ;=0, 因 而 G, = G,,; 这 说 明 当 y 关 ; 时 GG， 人 1 
| 





NMG,= 他. 
下 证 对 任 一 j}€ G,, 有 ys px=1. 实际 上 2 
1= SS Pi — 2 Px > Pi — 2 Pi : 

2 6 G,, Sd 图 4.9 





om pir i k G,, ,时 ,由 
0 = Br ee -py 
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知 px =0. 
最 后 证 明 分 解 的 惟一 性 ,这 只 和 需 证 {G,} 与 最 初 i 的 选择 无 天 ,办 即 如 对 某 固 定 
的 i 状态 j 与 & 同 属于 某 G， 则 对 另外 选 定 的 三 ,状态 7 与 & 仍 属于 同一 GG 
(ry 与 r 可 以 不 同 ) .实际 上 , 设 对 ;分 得 GG，… G 对 二分 得 Go G”， 
…，,G gi; 义 假 设 j,kE G,,i €G,, 则 

当 y 守 s 时 , 自 红 出 发 ,只 能 在 7 一 s,r 一 s+ qd,r 一 s+2d,… 等 步 上 到 达 j) 
或 &, 故 j 与 & 都 属于 G,，，. 

当 y<<s 时 ,上 自 字 出 发 ,只 能 在 w-G=-=7r-s+dr-y+24g,… 等 步 上 
到 达 7 或 &, 故 j 与 & 都 属于 G ,证 毕 . 

例 4.14 设 不 可 分 马 氏 链 的 状态 空间 为 C= {1,2,3,4,5,6} ,转移 矩阵 为 





0 0 12 0 1/2 0 

1/13 0 0 1/3 0 1/3 

0 1 0 0 0 0 
P= 

0 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 

0 0 14 0 3/4 0 


由 状态 转移 图 4.10 易 见 各 状态 的 周期 4 =3. 今 固定 状态 i=1, 令 





图 4.10 


= {j: 对 某 n 宇 0 有 pr” >>0}= {1,4,6}， 
= {j: 对 某 n 宇 0 有 pr >0}= {3,5)， 
对 攻 0 有 pr“ >0)=2)， 
故 Ce UG Uo 0G 
此 链 在 C 中 的 运动 如 图 4.11. 
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定理 4.12 设 {X,,n 宇 0} 是 周期 为 4 的 不 可 约 马 氏 链 , 则 在 定理 4.11 的 








结论 下 有 
GD 如 只 在 时 刻 0,dg,22,… 上 考虑 {X,}, 即 得 一 人 
新 马 氏 链 , 其 转移 阵 P2 = (党 )， 对 此 新 链 ,每 一 G， 





是 不 可 约 闭 集 , 且 G, 中 的 状态 是 非 周 期 的 ; 
Q) 如 原 马 氏 链 {X,} 常 返 , {(X)} 也 常 返 . > 全 
证 Gd) 由 定理 4.11 得 知 G, 对 {X,,} 是 闭 集 .其 
次 对 Yj,kEG,,; 因 {X,} 不 可 约 , 故 存在 NN 使 px >0. 
由 定理 4.11 知 N 只 能 是 nd 形 , 换 言 之 ,对 {X,,}) 状 态 j->k, 同 理 ->j, 芍 j<> 
即 G, 不 可 分 .由 引 理 4.1, 存 在 M,; 对 一 切 n 宇 M, 有 p59* >0, 可 见 对 {X,} 状 
态 7 的 周期 为 1. 
Q) 设 {X,} 常 返 , 任 取 jE€ G,, 由 周期 的 定义 知 , 当 2 天 0 (mod d) 时 p= 
0, 因 而 户 " =0, 故 


图 4.11 











1 
即 7 对 {Xj} 也 是 常 返 的 . 
例 4.15 设 {X,}) 为 例 4.14 中 的 马 氏 链 , 已 知 d=3, 则 {X,,,n 宇 0} 的 转移 
矩阵 为 


0 
1 0 0 0 0 
po _- 0 0 712 0 5/12 0 
0 0 13 0 13 
0 7/12 0 5/12 0 
[1/3 0 0 13 0 1/3 


由 于 链 Xs 的 状态 转移 图 (图 4. 12) 知 ， Go = {1 ,4,6}, Cr; > (3， 5}, Cr， = {2} 





12 12 SN 
C3 © 3 + GD 
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各 形成 不 可 约 闭 集 , 周期 为 1. 


$4.4 p> 的 渐 近 性 质 与 平稳 分 布 





对 p;” 的 极限 性 质 , 我 们 讨论 两 个 问题 . 一 是 limpw 是 是 否 存 在 ,二 是 其 极限 
旺 否 与 i 有 关 , 这 就 与 马尔 可 夫 链 的 所 谓 平稳 分 布 有 密 切 联系 . 











一 、pw 的 渐 近 性 质 
定理 4.13 如 7 非常 返 或 零 常 返 , 则 


limp; ”=0,YViE€I. (4.33) 
证 ”由 定理 4.4, 对 N<7 我 们 有 


D2 -了 光一 沪 A < > 于 Cn- k) 十 > 


k= N+1 


固定 N, 先 令 72 一 co， 于 7 的 推 久 从 知 ， 上 了 式 右 方 第 一 项 因 p;” 一 0 而 趋 于 
0. 再 令 N->co ,第 二 项 因 >， 六 二 1 而 趋 于 0, 故 
k=1 
i 
推论 1 有 限 状 态 的 马 氏 链 , 不 可 能 全 是 非常 返 状 态 ,也 不 可 能 售 有 和 零 常 返 
状态 .从 而 不 可 约 的 有 限 马 氏 链 必 为 正常 返 的 . 
pP2-0, 故 当 n>oo 时 ,就 有 











1= 5) pr” —0 
这 就 产生 了 矛盾 . 
其 次 ,如 了 含有 零 常 返 状态 i, 则 C= 人 :2 让 是 不 可 约 财 集 , 又 因 它 是 有 限 
集 , 故 所 有 状态 均 为 零 常 返 . 于 是 由 定理 4.13 知 








1= 2) Di 一 0， (4.34) 
JE C 
矛盾 ,证 毕 . 
推论 2 ”如 马 氏 链 有 一 个 零 常 返 态 , 则 必 有 无 限 多 个 零 常 返 状态 ， 
证 设 i 为 零 常 返 , 则 C= {0:1 一 jj) 为 不 可 约 闭 集 , 其 状态 全 为 零 常 返 , 故 


不 能 是 有 限 集 , 否则 同样 与 (4.34) 矛 盾 . 
定理 4.13 考虑 的 是 非常 返 状态 和 和 零 第 返 状 态 的 渐 近 分 布 ,但 是 当 j 是 正常 
返 状态 时 , lim p 六 不 一 定 存 在 .即使 存在 也 可 能 与 i 有 关 . 因 此 ,我 们 退 而 研究 
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py (LTD 及 二 > Pp 的 极限 . 记 


fi; (7) = > 3 ”7,0 过 rd 一 |. (4.35) 
它 表 示 质 点 由 i 出 发 ,在 时 刻 n= (mod q) 首 次 到 达 j 的 概率 ,显然 
> 全 2 > Ss ee 7) A Sy 0 (4.36) 


m=0 r=0 m= 0 


则 我 们 有 下 面 一 肌 性 定理 ， 
定理 4.14 如 7 正常 返 , 周 期 为 q, 则 对 任意 71 及 0 三 r 二 4 一 1 有 


lim pi es 2 (4.37) 
证 因为 py”=0,n 关 0 (mod d). 故 


nd+r n 


De 2 Co ,nd+r-v) Cmdt+7r) , (n- ma 
hy = Ds; 
m=0 


N 
(md+7r) , (n- ma (nd+ 7) "md 十 ”p -a nd “(md 十 人 
De > Ve + 5 


m=0 m= N+1 


在 上 式 中 先 固定 N, 然后 令 n 一 %， 再 令 N->~>co, 由 定理 4.7 即 得 
六 ESlimpY Re DE, 


因此 (4.37) 式 得 证 . 
推论 ” 设 不 可 约 、 正 常 返 .周期 4 的 马 氏 链 , 其 状态 空间 为 C, 则 对 一 切 i 
jEC, 有 


-人 如 i 与 ji 同属 于 子 集 G.， 
0， 否则 ， 
其 中 C= U G, 为 定理 4.11 中 所 给 出 . 
特别 ， 如 qd =1, 则 对 一 切 i,; 有 
limpy a (4.39) 
9 Hi 
证 在 上 定理 中 取 x=0, 我 们 得 
d 
1 ws (0s 
lim ps; = f; 六 


(4.38) 





其 中 f; (0) = 5S f2” .如 i 与 ;不 在 同一 个 G, 中 , 则 由 定理 4.11,p;” =0. 从 


m= 0 


而 f2” =0; 于 是 f; (0) =0. 如 1 与) 属于 G,; 则 p;?”=0( 从 而 fw” =0),n 关 0 
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(mod d). 故 


(0) = > 六 2 D2 J = a 1 | 
m= 0 m= 0 


(4.35) 式 中 概率 f; (7) 似 与 ; 有 关 , 实际 上 f; (Y) 只 依赖 于 j 所 在 的 子 集 
G,; 即 对 Yj,kEG,, 都 有 ff; (7) = fi (7). 





我 们 知道 > Pj 表示 自 7 出 发 ,在 2 步 之 内 返回 到 j 的 平均 次 数 , 故 


荆 yp 多 表 示 每 单位 时 间 内 再 回 到 的 平均 次 数 ,而 二 也 表示 自 出 发 每 单位 
时 间 回 到 7 的 平均 次 数 , 所 以 应 有 

1 A CR A 1 

a 
如 果 质 点 由 i 出 发 , 则 要 考虑 目 i 出 发 能 侍 到 达 j 的 情况 , 即 要 考虑 f; 的 大 小 . 


于 是 我 们 有 
定理 4.15 对 任意 状态 i,j, 有 





| 0， 如 非常 返 或 零 第 返 ， 
1i 本 \ (k) = ee 
lm 2 ps 人 如 ; 正常 返 


证 如 7 为 非常 返 或 零 常 返 , 由 定理 4.13 知 py 一 0,; 所 以 


1 n 
pp Oo， 


k= 


如 ;正常 运 、 有 周期 4 ,我 们 应 用 下 面 事实 :假设 有 4 个 数列 {a,,,,},s=0， 
1;2,…,d 一 1, 如 对 每 一 5， 和 存在 lim a ,== 5,， 则 必 有 





d-1 
lim 二 ay = 方 D b.. (4.40) 
在 G4.40) 式 中 令 gy,,= pe'”, 由 定理 4.14 知 b= f(s) 人 .于 是 得 
/Li 
1 d-1 1 qd— 
CR) 
四 二 站 个 二 下 广 @ 区 - 广 关 太 
0 





推论 ”如 {X,} 不 可 约 , 常 返 ， 则 对 任意 1 ,7 ,有 


当 j= ~ 时 ,理解 -=0. 


7 
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定理 4.15 及 推论 指出 , 当 j 正常 返 时 ， lp 定 存在 ,但 其 平均 
值 的 极限 存在 ,特别 是 当 链 不 可 约 时 ,其 极限 与 ;无关 .在 马 氏 链 理论 中 , m 是 一 
个 重要 的 量 ,定理 4.14,4.15 的 推论 及 定义 都 给 出 mw 的 计算 公式 ,下 面 我 们 通 
过 平稳 分 布 给 出 为 外 一 种 计算 mi; 的 方法 . 














、 平稳 分 布 
设 {X,,n 宇 0} 是 齐 次 马尔 可 夫 链 ,状态 空间 为 六 转移 概率 为 p,. 
定义 4.11 称 概率 分 布 {x; ,jE 了 为 马尔 可 夫 链 的 平稳 分 布 ,车 它 满足 


| 生生 TCD 》 





ie (4.41) 
> = 1,7; 之 0. 
由 定义 知 ,着 初 始 概率 分 布 {p ,je 刀 是 平稳 分 布 , 则 由 定理 4.2 有 
p; 1)= P(X,=7))= 2 biby = Pi: 
i€ 
p; Q)= P(X,=7))= 2 pb: (1) ps = > pby= 8 
根据 归纳 法 可 得 和 和 
p; (n) =P(X,=))= 人 (n 一 1) p; = 2 Pb 
综合 上 述 有 四 





p;=p; (1) = = p; (n). 
这 说 明 , 知 初 如 概率 分 布 是 平稳 分 布 , 则 对 一 切 正 整数 ”绝对 概率 p; (n) 等 于 
初始 概率 p;, 故 它们 同样 是 平稳 分 布 . 
值得 注意 的 是 ,对 平稳 分 布 x; ,jE 了 ,有 
m= >， npy. (4.42) 


i€ETI 





事实 上 , 因为 
x = > nip; = > (Dripe) po 
= = Dm (Dy pup a Dy wp? 
以 此 类 推 可 得 4.42) 式 . 
定理 4.16 不 可 约 非 周 期 马尔 可 夫 链 是 正常 返 的 充 要 条 件 是 存在 平稳 分 
布 , 且 此 平稳 分 布 就 是 极限 分 布 [二 ,jE 1]. 


让 各 证 克 分 性 5 设 fr 万 站 是 平稳 分 布 ,于 是 由 全 2) 式 有 
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a (n) 
7 一 Dx: Tp 


zE 了 


由 于 3x =1 和 x 三 0, 故 可 交换 极限 与 求 和 顺序 ,得 


JET 
Ti 二 lim > 元 De -= uu (lim py ) 
ET iE 了 4 
i 
i€EI /Li Li 
因为 x =1, 帮 至 少 存在 一 个 x >0, 即 一 >0, 于 是 
i€ET k 
1 


1 Eee 0 
2 AL 


有 & 为 正常 返 态 , 故 该 马 氏 链 是 正常 返 的 . 
再 证 必要 性 . 设 马 氏 链 是 正常 返 的 ,于 是 
(n) 1 
li ”三 一 >0. 
由 C-=- 开 方程 ,对 任意 正 数 N, 有 


(nt+m) \ (m) ,Cn (1m) , (n) 
2 = > pi Pg 之 > Pi py 
kETI 
令 mm 一品 取 极 限 , 得 








et, to K 

再 令 N-=co 取 极限 ,得 

1 1 (n) 1 (Cn) 

2 一 一 4 和 一 一 一 am 

万 3 G J kel J 
下 面 要 进一步 证 明 等 号 成 立 , 由 

1 = 3 D2 > py 2 
kEI 


先 令 1 ->co ,再 令 和 ->co 取 极限 ,得 
fs 
T HE 
将 4.43) 式 对 ;7 求 和 ,并 假定 对 某 个 j， i 43) 式 为 严格 大 于 , 则 
| 


JET kETI 


so /> 


AET Hk 


~ 





于 是 有 和 目 相 矛 盾 的 结 
1 1 
ier Ki ger Hk 


? 


(4.43) 
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故 有 
1 1 (n) 
(4 .44) 
[Li 之 人 
再 令 noo 取 极限 ,得 
Ls 
Li RET £5 per He 


故 有 对 二 = 由 (G4.44D 式 知 二 ,jE 中 是 平稳 分 布 ,证 毕 ， 
We 1 es ge 链 必 存在 平稳 分 布 . 
证 ”由 定理 4.13 的 推论 1 知 ,此 马尔 可 夫 链 只 有 正常 返 态 , 再 由 定理 4.16 


知 必 存在 平稳 分 布 , 证 毕 . 
推论 2 ” 知 不 可 约 马 尔 可 夫 链 的 所 有 状态 是 非常 返 或 零 常 返 


的 , 则 不 存在 








平稳 分 布 
证 用 反 证 法 .假设 {x,jE€ 站 是 平稳 分 布 , 则 由 (G4.42) 式 ,有 











但 是 ,根据 定理 4.13, 有 
。 (n) 
2 0. 





显然 x 二 0, 与 平稳 分 布 > = 工 矛 盾 , 记 
若 {x ,jiE 丰 是 不 可 约 非 周期 马 氏 链 的 平稳 分 布 , 则 


推论 3 
(人 .43) 


J 


| ey 
0 


证 根据 p(n) = > ba Rl = 4 
1 ~、 ,，_1 
Jim p, Cm) = lim 2 pipy = 一 > p;=—， 
[0 iel 访 


J 


设 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 为 


例 4.16 
0:7. 01 ‘02 
P=|0.1 0.8 | 

0.05 0.05 0.9 





求 马尔 可 夫 链 的 平稳 分 布 及 各 状态 的 平均 返回 时 间 
解 ”因为 马尔 可 夫 链 是 不 可 约 的 非 周 期 有 限 状 态 , 所 以 平稳 分 布 存 在 , 由 


(4.41) 式 得 方程 组 
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ri 三 0.7m 十 0.1r +0.05n, 
7 二 0.1ri 十 0.8r 十 0.03r;， 
7 三 0.27i 十 0.1r 十 0.97o， 





mtn 十 To 三 工 . 
解 上 述 方程 组 得 平稳 分 布 为 

ri 三 0.1763,m =0.2353,7, =0.5882. 
由 定理 4.16, 得 各 状态 的 平均 返回 时 间 分 别 为 


1 1 1 


例 4.17 设 马 尔 可 夫 链 具有 状态 空间 T= {0,1,…}, 转移 概率 为 p,,, = 
pi Pi = rr;» pi; 1 一 Qi (i 宇 0) ,其 中 Pi?’ Qi >0， p; 十 1 十 Qi 一 1 . 称 这 种 马尔 可 夫 链 
为 生 灭 链 , 它 是 不 可 约 的 . 记 





ER A 
dd di 


试 证 此 马尔 可 夫 链 存在 平稳 分 布 的 充 要 条 件 为 >，w < oo 
证 由 (4.41) 式 ,有 


I Be 


a eo 


| 





于 是 有 递 推 关系 
{qin — pom =0, 
qiriTir1 Pir; = QR DT5-1， 
解 之 得 
i 
Qj 
所 以 
_ Pi;_imw-1 Popj;-1 
二 Ts 
qj d1! 4; 
对 7 求 和 得 
1 = Ti No , Qj 


由 此 可 知 平稳 分 布 存在 的 充 要 条 件 是 3) a) < co ,此 时 
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1 a; 
元) 一 2 


> a > a 
例 4.18 设 马 尔 可 夫 链 的 状态 空间 为 {1,2,3,4,5,6}, 其 转移 欠 阵 为 








河 汉 沙 


To 一 





0.1 0.1 0.2 0.2 0.4 0 0 | 
0 0 0.3 0.3 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 
0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0.3 0.3 0 
0 0 0 0 0.5 0 0.5 
0 0 0 0 0 0.5 0.5- 





Q) 求 每 一 个 不 可 约 闭 集 的 平稳 分 布 ; 2) 计算 lim pis . 
解 GD 从 图 4.13 看 出 ,状态 空间 可 分 解 为 两 个 不 可 约 常 返 闭 集 C, = 人 2， 
a 闭 集 上 进 
行 .在 C, 上 ,对 应 的 转移 概率 矩阵 为 





图 4.13 

0 0.5 0.5 
P=|I0 0 1 

1 0 0 


由 (4.41) 式 得 平稳 分 布 满足 
To =n yT 0.9 Nn 三 0.97 + Nn 
解 得 平稳 分 布 为 {0,2/5,1/5,2/5,0,0,0}. 
类 似 地 ,在 C, 上 可 解 得 平稳 分 布 为 {0,0,0,0,1/3,1/3,1/3}. 
CO) 由 C- 开 方程 
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(2 一 1) (n—1) (n—1) 


pb = > ib = Pup 下 
由 GD 知 
limps lmps "=limps "= 
故 
lmp = pu limpl "+ put pi + ps), 
fim pl =0.1x lim pe ?+E 0,1+0.270.2). 
a 
加 


. 1 
lim p's 90: 


$4.5 藤 入 马尔 可 夫 链 








在 实际 中 ,有 些 随 机 模型 并 不 满足 马尔 可 夫 性 .但 仔细 分 析 仍 可 用 马尔 可 夫 
链 的 方法 进行 研究 ,这 就 是 所 谓 的 “嵌入 马尔 可 夫 链 ”方法 .本 节 我 们 通过 对 排队 
论 中 的 两 个 模型 的 讨论 ,对 幅 入 马尔 可 夫 链 方法 进行 简单 的 描述 . 

例 4.19CM /GA 排队 系统 ) 假设 顾客 依照 参数 为 的 泊 松 过 程 来 到 一 个 
只 有 一 名 服务 员 的 服务 站 ,来 客 知 发 现 服务 员 空 闲 就 立刻 得 到 服务 ,否则 排队 等 
待 直到 轮 到 他 . 设 每 位 顾客 接受 服务 的 时 间 是 相互 独立 的 随机 变量 ,有 共同 的 分 
布 函数 G (zx), 且 与 顾客 的 到 达 过 程 独立 .我 们 称 这 个 系统 为 M /GA 排队 系 
统 , 字 母 M 代表 顾客 来 到 的 时 间 间 隔 为 指数 分 布 , G (zx) 表示 服务 时 间 的 分 布 ， 
数字 1 表示 只 有 一 名 服务 员 . 

若 以 X(z) 表 示 在 时 刻 z 系统 中 的 顾客 人 数 , 则 {X (z),z 宇 0} 不 具有 马尔 可 
夫 性 .这 是 因为 , 阁 已 知 在 1 时 刻 系统 中 的 顾客 人 数 为 X (2), 则 对 zc>>0, 系统 在 
上 +zr 时刻 的 顾客 数 XG + r) ,不 仅 与 在 时 间 间 隅 (zz+z) 中 到 达 的 顾客 数 有 
天, 而且 与 正在 接受 服务 的 顾客 已 服务 了 多 长 时 间 有 关 , 由 于 服务 时 间 的 分 布 
G (zx) 是 任意 的 ,不 具有 无 记忆 性 , 故 {X (2),t 宇 0} 不 具有 马 氏 性 . 

下 和 面 ,我 们 只 在 顾客 离 去 的 时 刻 对 系统 进行 分 析 . 设 X, 表示 第 nn 个 顾客 走 
后 剩 下 的 顾客 数 , Y, 表示 第 n+1 个 顾客 接受 服务 期 间 到 来 的 顾客 数 ,n 宇 1, 当 
X, >0 时 ,表示 系统 在 第 n 个 顾客 离开 后 , 剩 下 的 X, 个 顾客 中 有 一 人 进入 服 
务 , 而 其 余 的 X, -1 人 在 排队 等 候 . 因此 ,下 一 个 顾客 离 去 时 ,系统 中 的 顾客 数 
将 包含 在 排队 的 X, -1 个 顾客 以 及 第 n+1 个 顾客 接受 服务 期 间 到 来 的 顾客 
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数 . 当 X, =0 时, 类似 讨论 .由 此 可 得 


yy 
1 


> (4.46) 


Y,; 行 XX， 三 0. 
由 于 (YY,;n 宇 1 是 不 相 重 车 的 服务 时 间 区 间 中 来 到 的 顾客 数 , 由 泊 松 过 程 
的 性 质 知 它们 是 相互 独立 , 且 具 有 相同 分 布 
pr.) | e+ 


从 (4.46) 与 4.47) 式 知 {X,,n 宇 1} 是 马尔 可 夫 链 ,其 转移 概率 为 


2 dG (x) ,j=0,1,2,……. Gn) 








ps 一 I Ee 2 全 一 一 dC (Cz) ， 7 之 0， 
四 ee + ee G4.48) 
py=| DrdGCD， 7 之 1 一 1 之 1， 
ps 一 0， 其 它 . 
显然 {X,,n 宇 1} 的 所 有 状态 是 互通 的 , 故 为 不 可 约 的 非 周期 的 号 氏 链 . 
今 
O 一 JDo， 


则 o 表示 在 一 个 服务 周 期 内 来 到 系统 中 的 顾客 平均 数 .我 们 有 : 

当 o<1 时 , {X,,n 宇 1} 是 遍历 链 . 

事实 上 , 由 定理 4.17 知 {X,,n 宇 1} 是 通 历 链 的 充 要 条 件 为 平稳 分 布 {x ,j 
宇 0} 存 在 ,为 此 解 方 程 组 


Ti = > Trip; ,7 之 0. (4.49) 
机 促 s 记 Eg 二 3 由 (4.48) 式 知 {X, ,7 三 1 的 转移 概率 为 
| j 兰 0， 
Py = aj ir? i>0,j 宇 i-1， 
[= Cs 
则 G4.49) 式 为 


?十 1 


Ly (4.50) 
2=:1 


为 求解 .引进 母 函 数 


x (Ss) = 3 ns ,A (s)= > pa 


J=0 J=0 


以 v 乘 qd.50) 式 的 两 边 , 且 对 j 求 和 得 
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oo J+1 


Cs) 三 TAG) 十 > i 


J=0 71=1 


=m A(s)+t+s 5 Ts > A 
A ee 


(Y= — Ln A (s) 
AGO 
令 一 1， 由 于 
limA (s) = > ai=1, 
故 
lmA (=m li A 


=m (1— A’ (s)) ， 
其 中 最 后 一 个 等 式 由 洛 必 达 法 则 得 到 . 由 于 


A (1) = > 20; 二 0， 











> no 

故 平稳 分 布 存 在 的 充 要 条 件 是 Pet 

在 M/G 人 4 排队 系统 中 顾客 是 依 参数 为 的 泊 松 过 程 来 到 . 即 顾客 来 到 系 
统 的 时 间 间 隔 是 服从 均值 为 114 的 指数 分 布 ,此 条 件 的 一 个 合理 推广 就 是 下 面 
的 例子 . 

例 4.20 (G/M11 排队 系统 ) 假设 顾客 来 到 上 只 有 一 个 服务 员 的 服务 站 的 时 
间 间 隅 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 其 分 布 函数 为 G (z) ,每 位 顾客 接受 服务 的 时 
间 服 从 均值 为 1/y 的 指数 分 布 且 与 顾客 的 到 达 过 程 独立 .我 们 称 此 系统 为 
G /M11 排队 系统 . 

记 X ,表示 第 7 个 顾客 来 到 服务 站 时 见 到 系统 中 的 顾客 数 . 则 {X, ,7 二 1} 是 
马尔 可 夫 链 . 由 于 相继 的 服务 时 间 是 相互 独立 的 均值 为 1 的 指数 分 布 , 故 在 
(0,zj 内 已 服务 完 的 顾客 数 是 参数 为 wx 的 泊 松 过 程 . {X,, n 宇 1} 的 一 步 转移 概 


er | e dG (CD) ， 了 7 = Oly ys 


a 
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显然 {X, ,zw 三 1} 是 不 可 约 的 非 周期 的 马尔 可 夫 链 . 可 以 证 明 5 ,车 顾客 到 
达 时 间 间 隔 的 均值 m = | ”zdG CD) 大 于 服务 时 间 的 均值 1/4, 则 存在 惟一 的 平 





Tp (= 0 
其 中 8 是 如 下 方程 的 解 : 
B= | e ”PdG0), 
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4.1 设 质点 在 区 间 [0,4] 的 整数 点 作 随 机 游 动 ,到 达 0 点 或 4 点 后 以 概率 1 停留 在 原 
处 ,在 其 它 整 数 点 分 别 以 概率 1A3 向 左 、 向 右 移动 一 格 或 停留 在 原 处 . 求 质 点 随机 游 动 的 一 步 
和 二 步 转移 概率 和 矩阵 . 
4.2 独立 地 重复 抛掷 一 枚 硬币 ,每 次 执 掷 出现 正面 的 概率 为 六 .对 于 n 宇 2, 令 X, =0， 
1,2 或 3, 这 些 值 分 别 对 应 于 第 2 -1 次 和 第 7 次 抛掷 的 结果 为 ( 正 , 正 )，( 正 , 反 )，( 反 , 正 ) 或 
( 反 , 反 ) . 求 马 尔 可 夫 链 {X,,2=0,1,2,…} 的 一 步 和 二 步 转移 概率 矩阵 . 
4.3 设 {(X ,7 三 0)} 为 马尔 可 夫 链 , 试 证 
(P(X Rn | 0 NY 
P{Xuri= i ir Mrs= tas yr Xrm = lnrml NX, = in)s 
GO 六 
do | (XN 
4.4 设 {X,,n 宇 1} 为 有 限 齐 次 马尔 可 夫 链 ,其 初始 分 布 和 转移 概率 和 矩 阵 为 
pi:= P{Xo=1i1}=1/4,i1=1,2,3,4, 
1/4 1/4 1/4 1/4 
1/4 1/4 1/4 1/4 
1/4 1/8 1/4 3/8 
1/4 1/4 1/4 1/4J 
试 证 P{X,=4|Xo=1,1< Xi<4} 关 P{X,=4|1< XI<4)}. 
4.5 设 {(XCGD ET)} 为 随机 过 程 , 且 
及 1 三 及 (1)，X = Xf) X, = XC 
为 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 , 令 
Yo=0, Y= Y(t)= Xi, Y, +cY,1= X,;n22, 
试 证 {Y,,n 宇 0} 是 马尔 可 夫 链 . 
4.6 已 知 随机 游 动 的 转移 概率 矩阵 为 
10.5 0.5 0 
P=|0 0.5 0.5|， 
[0.5 0 0.5- 














; 
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求 三 步 转 移 概 率 和 矩阵 P 














时 ,经 三 步 转移 后 处 于 
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中 及 当初 始 分 布 为 





状态 3 的 概率 . 











4.7 已 知 本 月 销售 状态 的 初始 分 布 和 转移 概率 矩阵 如 下 : 





(1) P' (0)= (00.4， 


(2) PY (0) = (0.2, 

















10.8 0.1 0.11 
0.2,0.4), P= |0.1 0.7 0.2 
-0.2 0.2 0.6- 








0 ode3t 
0.7 0.1 0.1 0.1 
史上 
i 
.1 0.1 0.2 0.6 

















以 频率 估计 概率 . 求 (1) 
状态 分 布 . 

















销售 状态 的 初始 分 布 ; (2) 三 步 转 移 概 率 和 矩阵 及 三 步 转 移 后 的 销售 


4.9 设 老鼠 在 如 图 4.14 的 迷宫 中 作 随 机 游 动 . 当 它 处 在 某 个 方 格 中 有 有 条 通道 时 ,以 














概率 1 /k 随机 通过 任 
解 成 几 个 闭 集 . 





4.10 讨论 下 列 转 


通道 . 求 老 鼠 作 随机 游 动 的 状态 空间 、 转 移 概 率 和 矩阵 及 状态 空间 可 分 























图 4.14 


移 概率 矩阵 的 马尔 可 夫 链 的 状态 分 类 : 
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10.2 0.3 0.5 0 0 
0.7 0.3 0 0 0 
(11) P= | 0 1 0 0 0 
0 0 0 0.4 0.6 
L 0 0 0 1 0 
| 0 0 1 0 
Q) P= . I 
0.3 0.7 0 0 
0.6 0.2 0.2 0 
[1 0 0 
q rr pp 0 0 
Tt 
0 0 gq rr pp 
L0 0 1 























Ft Q 十 十 p=1;,1= {0,1,.… ,6}. 
4.11 设 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 为 : 


(1) 县 Ee | 








1/3 2/3 

Pp:! gq 0 
C) 10 pp,， 9 |， 

gq3 0 zs 


让 
4.12 设 马 尔 可 夫 链 的 状态 空间 T= {1;,2,…,7} ,转移 概 率 和 矩阵 为 
0.4 0.2 0.1 0 0.1 0.1 0.11 

0.1 0.3 0.2 0.2 0.1 0.1 0.1 





0 0 0.6 0.4 0 0 0 
P=|0 0 0.4 0 0.6 0 0 
0 0 0.2 0.3 0.3 0 0 
0 0 0 0 0 0.3 0.7 
0 0 0 0 0 0.8 0.2J 


求 状态 的 分 类 及 各 常 返 闭 集 的 平稳 分 布 . 
4.13” 设 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 为 

10 1 0 

gq1 0 pp: 0 

0 gq, 0 Zp 0 











求 它 的 平稳 分 布 . 
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4.14 艾 伦 菲 斯 特 (Erenfest) 链 . 设 甲乙 两 个 容器 共有 2N 个 球 , 每 隔 单 位 时 间 从 这 2N 
个 球 中 任 取 一 球 放 入 男 一 容器 中 , 记 X, 为 在 时 刻 n 甲 容器 中 球 的 个 数 , 则 {X,,n 宇 0} 是 齐 次 
马尔 可 夫 链 , 称 为 艾 伦 菲 斯 特 链 . 求 该 链 的 平稳 分 布 . 


4.15 


















































将 2 个 红 球 4 个 白 球 任意 地 分 别 放 入 甲乙 两 个 盒子 中 ,每 个 盒子 放 3 个 , 现 从 每 
个 盒子 中 各 任 取 一 球 , 交 换 后 放 回 盒 中 ( 甲 盒 内 取出 的 球 放 入 乙 盒 中 , 乙 盒 内 取出 的 球 放 入 























盒 中 ) ,以 X(C2) 表 示 经 过 n 次 交换 后 甲 盒 中 红 球 数 , 则 {X(n),n 宇 0} 为 一 齐 次 马尔 可 夫 链 ， 


试 求 


(1) 一 步 转移 概率 矩阵; 
C2) 证 明 {X(n),n 宇 0} 是 遍历 链 ; 
(3) 求 lim py ,j=0,1,2. 


4.16 


(1) 对 


(2) 若 状 态 
设 河 流 每 天 的 BOD (生物 耗 氧 直 


4.17 


4} 是 按 BOD 浓度 为 极 低 , 低 、 


0 
大 BOD 浓度 为 高 , 则 称 河流 处 于 污染 状态 . 








设 {X(n),n 之 1} 为 非 周 期 不 可 约 马尔 可 夫 链 ,状态 空间 为 1, 若 对 一 切 jE 了 ,其 
一 步 转移 概率 矩阵 满足 条 件 : 1p; =1, 试 证 : 





i€T 


= 


i€,L 

















F 间 T= 0 M4) ,计算 各 状态 的 平均 返回 时 间 . 























0.5 





(1) 证 明 该 链 是 遍历 链 ; 
(2) 求 该 链 的 平稳 分 布 ; 





(3) 河流 有 


4.18 


(1) 求 每 一 个 不 可 约 闭 集 的 平稳 分 布 ; 


(2) i 




















(3) 中 








次 达到 污染 的 平均 时 间 jw 
设 齐 次 马尔 可 夫 链 的 状态 空间 为 {L,2,3,4,5,6} ,其 转移 矩阵 为 


和 ) 浓度 为 齐 次 马尔 可 夫 链 ,状态 空间 T= {1,2,3， 
!、\ 高 分 别 表示 的 ,其 一 步 转移 概率 矩阵 (以 一 天 为 单位 ) 为 




















0.4 0.1 0 
0.3 0.2 0.1 
0.2 0.6 0.1 
0.2 0.4 0.4 








0.1 0.2 0.2 0 0.5 0 


0 0 0 1 0 0 
0 0.5 0.3 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0.3 0.5 
0 0 0 0 0.5 0.5 





Qn 


14 ; 


Cn) 


23 ~ 
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第 四 章 我 们 讨论 了 时 间 和 状态 都 是 离散 的 最 简单 的 马尔 可 夫 过 程 , 本 草 将 
介绍 另 一 类 应 用 广泛 的 特殊 类 型 的 马尔 可 夫 链 ,即时 间 连 续 状 态 离散 的 马尔 可 
夫 过 程 ， 


$5.1 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 





考虑 取 非 负 整 数值 的 连续 时 间 随 机 过 程 {X (4) ,zt 宇 0}. 
定义 $.1 设 随 机 过 程 {X (1),zt 宇 0}, 状 态 空 间 T= 人 ,7 二 0}, 哲 对 任意 
有 
PtXG DT=T XC)=i;, XG,)=7,,,X(,)= i,} 
=P{X(,,)=5, |X 0,)=7,}, (5S. 1) 
则 称 {X (2) ,zt 宇 0} 为 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 . 
由 定义 知 ,连续 时 间 马 尔 可 夫 链 是 具有 马尔 可 夫 性 的 随机 过 程 , 即 过 程 在 已 
知 现在 时 刻 二 及 一 切 过 去 时 刻 所 处 状态 的 条 件 下 , 将 来 时 刻 二， 的 状态 只 依赖 
于 现在 的 状态 而 与 过 去 无 关 . 
记 (G.1) 式 条 件 概率 的 一 般 形 式 为 
P{X(s+2)=j|X()=i)= p; (st)， (5.2) 
它 表 示 系 统 在 时 刻 处 于 状态 i, 经 过 时 间 上 后 转移 到 状态 7 的 转移 概率 . 
定义 5.2 大 G.2) 式 的 转移 概率 与 s 无 关 , 则 称 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 具有 
平稳 的 或 齐 次 的 转移 概率 , 此 时 转移 概率 简 记 为 
pi sb) = p; (£), 
其 转移 概率 和 矩阵 简 记 为 PC)= (Cp; CD) GET 二 0). 
以 下 的 讨论 均 假 定 我 们 所 考虑 的 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 都 具有 齐 次 转移 概 
率 . 为 方便 起 见 ,有 时 简称 为 齐 次 马尔 可 夫 过 程 . 
假设 在 某 时 刻 , 比如 说 时 刻 0, 马 尔 可 夫 链 进入 状态 i, 而 且 在 接 下 来 的 ;个 
单位 时 间 中 过 程 未 离开 状态 i ( 即 未 发 生 转 移 ), 问 在 随后 的 上 个 单位 时 间 中 过 程 
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仍 不 离开 状态 i 的 概率 是 多 少 呢 ?” 由 马尔 可 夫 性 我 们 知道 ,过 程 在 时 刻 ;处 于 
状态 ; 条 件 下 ,在 区 间 [s,s + 7] 中 仍然 处 于 状态 ; 的 概率 正 是 它 处 于 状态 ; 至 少 
; 个 单位 时 间 的 (无条件 ) 概 率 . 若 记 z 为 过 程 在 转移 到 另 一 状态 之 前 停留 在 状 
态 ; 的 时 间 , 则 对 一 切 s,: 宇 0 有 
Pl{lr>sttlr>s}= Ptr,>1), 

可 见 ,随机 变量 - 具有 无 记忆 性 ,因此 服从 指数 分 布 

由 此 可 见 , 一 个 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 , 每 当 它 进入 状态 具有 如 下 性 质 ， 

GD) 在 转移 到 另 一 状态 之 前 处 于 状态 ; 的 时 间 服 从 参数 为 的 指数 分 布 ， 

@) 当 过 程 离开 状态 ; 时 ,接着 以 概率 六 进入 状态 六 AP =1. 

上 述 性 质 也 是 我 们 构造 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 的 一 个 方法 ， 

当 v= co 时 , 称 状态 ;为 瞬时 状态 ,因为 过 程 一 旦 进入 此 状态 立即 就 离开 ， 
若 v=0, 称 状态 ; 为 吸收 状态 , 因为 过 程 一 旦 进入 此 状态 就 永远 不 再 离开 了 . 
尽管 明 时 状态 在 理论 上 是 可 能 的 , 但 我 们 以 后 仍 假设 对 一 切 2,0 过 w < oo 因 
此 ,实际 上 一 个 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 是 一 个 这 样 的 随机 过 程 , 它 按照 一 个 离散 时 
间 的 马尔 可 夫 链 从 一 个 状态 转移 到 另 一 个 状态 ,但 在 转移 到 下 一 状态 之 前 , 它 在 
各 个 状态 停留 的 时 间 服 从 指数 分 布 . 此 外 在 状态 ; 过 程 停留 的 时 间 与 下 一 个 到 
达 的 状态 必须 是 相互 独立 的 随机 变量 .因为 若 下 一 个 到 达 的 状态 依赖 于 * , 那 
么 过 程 处 于 状态 i 已 有 多 久 的 信息 与 下 一 个 状态 的 预报 有 关 , 这 就 与 马尔 可 夫 
性 的 假定 相 了 矛盾 ， 

定理 5.1 齐 次 马尔 可 夫 过 程 的 转移 概率 具有 下 列 性 质 ， 

(1) p; (2) 0; 


0) > Bt 1 


JET 


BG) pits) > Dh pp 


RE 了 
其 中 G) 式 即 为 连续 时 间 齐 次 马尔 可 夫 链 的 切 普 曼 - 科 尔 真 苹 罗 夫 方 程 . 
证 〈)，@) 由 概率 定义 及 p; (2) 的 定义 易 知 ,下 面 只 证 9) .由 全 概率 公式 
及 马尔 可 夫 性 可 得 
py (t+s)=P{IX(+s)=7|X (0)=7) 


= PIXG+s)=j7, XG)=k|X (0)=7) 


kEI 





























= SP{XG)=EkIX(O0=i}P{XG+s)=)|X (0) =k} 


kET 


二 


kEI 


= > 证 毕 . 


kET 
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对 于 转移 概率 p, (2) ,一 般 还 假定 它 满足 : 
Ls 
limp; (1) = 全 G .3) 
称 G.3) 式 为 正则 性 条 件 . 正 则 性 条 件 说 明 , 过 程 刚 进入 某 状 态 不 可 能 立即 又 跳 
跃 到 另 一 状态 .这 正好 说 明 一 个 物理 系统 要 在 有 限时 间 内 发 生 无 限 多 次 跳跃 ,从 
而 消耗 无 穷 多 的 能 量 这 是 不 可 能 的 . 
定义 5.3 ”对 于 任 一 t 宇 0, 记 
p; (£2) = PIX()=)}, 
p;=p; 0)=P{XO0)=7},jET, 
分 别称 {p; (1) ,jE 了 和 {p;,;jE 7 为 章 次 马尔 可 夫 过 程 的 绝对 概率 分 布 和 初始 
概率 分 布 . 
定理 5.2 齐 次 马尔 可 夫 过 程 的 绝对 概率 及 有 限 维 概率 分 布 有 具有 下 列 性 
质 : 
Gd) p; (7)=0; 
Q) > p; (=1; 


@) pS > pp 
ZE 了 


0 > (8) pe C2 
iE1 


(5S) P{X()=7 ,XC,)= i,} 














= > es 
证 明 略 . - 
例 $.1 试 证 明 泊 松 过 程 {X (7) ,1 宇 0} 为 连续 时 间 齐 次 马尔 可 夫 链 . 
证 ” 先 证 泊 松 过 程 具有 马尔 可 夫 性 ,再 证 齐 次 性 .由 泊 松 过 程 的 定义 知 它 是 
独立 增 量 过 程 , 且 XO) =0. 对 任意 0<t<zts<…<it<tii: 有 
| 
=PtXG TD-XGD)= ,i,|X()— XO0)=, 
X(t) — XE) =i i, KX, 1)=7,—i, 1} 
=P{X(,,)—X(,)=i,,,— 7,}. 
另 一 方面 ,因为 
Pt(XG = |X,)= 1,} 
=PLXG TI-XGD)= -i,|X(,)— XO =7,} 
=P{X(,,)—X(,)=7,,,— i,}, 














所 以 
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P{X(,1)=6, XC)=7 ,XC )=1i,} 
| 2 
即 泊 松 过 程 是 一 个 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 .下 面 再 证 齐 次 性 . 
当 j 宇 i 时 ， 由 泊 检 过 程 的 定义 ,得 
P{X(s+1)=j7|X(s)=i}=P{X(s+1)—X(s)=7)—1) 








go (CAL 
G 一 1 上 
当 7J<i 时 ,由 于 过 程 的 增 量 只 取 非 负 整 数值 , 故 p; (5,7) =0, 所 以 
CAED7 
区 ee 7 之 1， 


pi (s»1) = p; (t) = 
0， 人 
即 转移 概率 只 与 上 有关 , 泊 松 过 程 具 有 齐 次 性 . 
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对 于 离散 时 间 齐 次 马尔 可 夫 链 , 如 果 已 知 其 一 步 转移 概率 和 珑 阵 P= (p,)， 
则 步 转移 概率 和 矩阵 由 一 步 转移 概率 矩阵 的 & 次 方 即 可 求 得 .但 是, 对 于 连续 时 
间 齐 次 马尔 链 , 转移 概率 p,; (7) 的 求解 一 般 较 为 复杂 .下 面 我 们 首先 讨论 p,; (1) 
的 可 微 性 及 p, (所 满足 的 科 尔 莫 戈 罗 夫 微分 方程 . 

引 理 5.1 设 齐 次 马尔 可 夫 过 程 满足 正则 性 条 件 (5.3), 则 对 于 任意 固定 的 
ijJET DG) 是 z 的 一 致 连续 函数 . 

证 设 疡 >0, 由 定理 $.1 得 


人 














r€l 
二 Pi CD ps (2 Ds (有 和 Dy (7) 
rz 1 
= — [1 p; Ch) Jp; (2) + Dp; h) p, (2), 
r 关 1 
故 有 
p; LC +h) p; DE- Lp; jp; 0 [1 p; J 
ps ER pis (7) 三 > p; (2 (1) 
7 
p= 
rr 1 
因此 


|p; G+ h) — p; (2) 11 p; h). 
对 于 及 <<0, 同 样 有 
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By 0 py eh 
r€l 
Sp = pt 
re 


= 





十 六 (—h)p, (+h), 








7 
故 有 
[SD 
宇 - [1 p, (1) 
Bp a 
1 
< pel- p= 
17- 天 1 
因此 


a AD ee /Re 
综 上 所 述 , 一 般 地 有 
[BE hp EL pa hl: 
由 正则 性 条 件 知 
lim| py (t+ h) ~ ps (2)|=0, 
即 p, (z) 关 于 z 是 一 致 连续 的 ,证 毕 . 
以 下 我 们 恒 假设 齐 次 马尔 可 夫 过 程 满足 正则 性 条 件 (5.3) 式 . 
定理 5.3 设 p, (1) 是 齐 次 马尔 可 夫 过 程 的 转移 概率 , 则 下 列 极限 存在 : 














1— p; (A2) 
下 ho Ai 人 gi; 
PN Ee 
Q) lim 5 = gq; < ,iJ. 
证 明定 略 . 





我 们 称 g; 为 齐 次 马尔 可 夫 过 程 从 状态 ; 到 状态 7 的 转移 速率 或 跳跃 强度 . 
定理 中 的 极限 的 概率 意义 为 :在 长 为 At 的 时 间 区 间 内 ,过 程 从 状态 i 转移 到 另 
一 其 它 状态 的 转移 概率 1 - p; (Az) ,等 于 gq; At 加 上 一 个 比 Az 高 阶 的 无 穷 小 
量 ; 而 从 状态 i 转移 到 状态 j 的 概率 p, (Az) ,等 于 g;At 加 上 一 个 比 Az 高 阶 的 
万 穷 小 是 ， 

推论 ”对 有 限 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ,有 

全 2 是 < 








92 第 五 章 ， 连 续 时 间 的 马尔 可 夫 链 
证 ”由 定理 $.1, 有 


> ps At)=1,B 1- p; (At) = > ps (Az). 
由 于 求 和 是 在 有 限 集中 进行 , 故 有 





即 
di — > qi? (9 .4) 
证 毕 . 


对 于 状态 空间 无 限 的 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ,一 般 只 有 








移 速 率 可 构成 以 下 形式 的 矩阵 : 
~ Yoo dol 四 don 
0 = a 9 3 pe (5 .5) 


dm dm ”dm 
由 G.4) 式 知 , O 矩阵 的 每 一 行 元素 之 和 为 0, 对 角 线 元 素 为 负 或 0, 其余 i 关 ; 时 
gq; 这 0. 
利用 @ 和 矩阵 可 以 推出 任意 时 间 间 隔 z 的 转移 概率 所 满足 的 方程 组 , 从 而 可 
以 求解 转移 概率 . 
由 切 普 曼 一 科 尔 葛 戈 罗 夫 方 程 有 
EF, > Be Be 0 
RE 了 











或 等 价 地 
BE eh py 
ki 
两 边 除 以 有 后 令 A ->~0 取 极 限 ,应 用 定理 5.3, 得 
,te pi h) 
lim = lim > py (£) 一 qap; (). (5.6) 





定理 5.4 ( 科 尔 更 戈 罗 夫 向 后 方程 》 假设 >)o = gi; 则 对 一 切 i,j 及 i 二 
Zi 
0, 有 
p's (A 2 qiDy (£7 = qapy 2: (5.7) 
ki 
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证 我 们 只 须 证 明 (5.6) 式 右边 极限 与 求 和 可 交换 次 序 .现在 ,对 于 任意 回 
定 的 N, 有 











) (h) 
liminf 2 人- 下 py (2) liminf 2 人 & py (t) = 和 giapy (Lt)， 
AZN LN 
因为 上 式 对 一 切 N 成 并, 可见 
(h) 
liminf > 2 py (ED) 之 > qapy (2). (5. 8) 


为 了 倒转 不 等 式 ， 注意 对 于 Ni 全 本 Ps 1 所 以 
limsup 2 Ba > (7) 


h—0 
pi (hh) pi Ch) 
I (7) 十 2 人 | 














limsup t 
0 








k<N 
,Ch) — p. (h) p, (7 
limsup [5 ba \h pi (1) ,1 pa \h Sy) Pa h | 
h—>0 pe h h 人 万 
kx k<N 
= i i 
kz i ki 
R< N 有 < 和 N 





其 中 最 后 的 等 式 由 定理 5.3 而 得 . 因 上 述 不 等 式 对 一 切 N>i 成 立 , 令 N 一 co 有 
由 > ,gx = qz， 我 们 得 到 
ki 


) e 
limsup 3 Pa hy pe CS > pi 
pe 


h—>0 


上 式 连同 (5.8) 式 可 得 
2 


lim 2 Pa jy (£2) = 二 > Gipy (£) ， 
定理 5.4 中 p; (72) 满足 的 微分 方程 组 以 科 尔 葛 戈 罗 夫 向 后 方程 著称 . 称 它 

们 为 向 后 方程 ,是 因为 在 计算 时 刻 上 + 大 的 状态 的 概率 分 布 时 我 们 对 退 后 到 时 

刻 疡 的 状态 取 条 件 , 即 我 们 从 

py C+h)= SP{XG+h)=7|IXO=i, XY =k}* P(Xh)=Ek|XO0) =i 


= Dp (2) pi (h) 
开始 计算 . 
对 时 刻 上 的 状态 取 条 件 , 我 们 可 以 导出 另 一 组 方程 , 称 为 科 尔 莫 戈 罗 夫 向 前 
方程 ,可 得 











kETI 
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或 
pi CF ep (2) DD Ce Ch Dy 
RE 了 
= pa py 7 上 

kj 
所 以 
so Dt pi hy :=p Ah) 
pn (Bp 0 h Ps: 0 





假定 我 们 能 交换 极限 与 求 和 , 则 由 定理 5.3 便 得 到 
Py (t) = 加 Pi (t) gw — qips (2)， 
令 人 遗憾 的 是 上 述 极 限 与 求 和 的 交换 不 是 恒 成 立 , 所 以 上 式 并 非 总 是 成 并 . 然 
而 ,在 大 多 数 模型 中 一 一 包括 全 部 生 灭 过 程 与 全 部 有 限 状态 的 模型 ,它们 是 成 立 
的 . 
定理 5.5 ( 科 尔 莫 戈 罗 夫 疝 前 方程 ) 在 适当 的 正则 条 件 下 





p's 让 > Pi (1) gy — ps WO (S.9) 
ki 
利用 方程 组 (5.7) 或 (5.9) 及 初始 条 件 
| p; (0) 二 1] ， 


p; (0) =0, i] 
我 们 可 以 解 得 p; (7) . 科 尔 真 戈 罗 夫 癌 后 和 问 前 方程 虽然 形式 不 同 , 但 可 以 证 明 
它们 所 求 得 解 2 (z) 是 相同 的 .在 实际 应 用 中 , 当 固定 最 后 所 处 状态 六 研究 
ps (2) 时 (z=0,1,…), 采 用 向 后 方程 .7) 较 方便 ; 当 固定 状态 交 研究 p; (z) 时 
G 二 0;1，,…), 则 采用 问 前 方程 较 方便 . 
问 后 方程 和 同 前 方程 可 以 写成 矩阵 形式 
P’ (4) = OP (), (5S.10) 
P (= 了 PCGD)O， G .11) 














其 中 O 矩阵 为 
~ doo dol do> 
dio dll Q12 Ee 
0 = ， 
da20 d21 qd22 





和 矩阵 P 4) 的 元 素 为 算 阵 P 4) 的 元 素 的 导数 ,而 
poo 2) po (ty po (CO 
pio 1) pi t) PC) 


P()= 
Dao CH part) PD CB) 
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这 样 ,连续 时 间 马 尔 可 夫 链 的 转移 概率 的 求解 问题 束 是 矩阵 微分 方程 的 求 
解 问 题 , 其 转移 概率 由 其 转移 速率 矩阵 O 决定 . 
特别 ,车 O 是 一 个 有 限 维 窍 阵 , 则 .10) 和 (4.11) 的 解 为 


了 P () =e2 = O72 





jo0 7 
定理 5.6 章 次 马尔 可 夫 过 程 在 1 时 刻 处 于 状态 j ET 的 绝对 概率 p, (1) 满 
足下 列 方程 : 
Pp’; (2)=— p(t gt > pet) gy: (5.12) 
kz] 


证 ”由 定理 5.2, 有 
p; (t) = 2 wD CE 
将 向 前 方程 5.9) 式 两 边 乘 以 p,, 并 对 ; 求 和 得 
区 pip's GD) = > (Ss 
jE 


i€ET iz¥j 
故 
Vd 2 Prqy’ 
证 毕 . 
与 离散 马尔 可 夫 链 类 似 ,我 们 讨论 转移 概率 jp, (1) 当 1 一 品 时 的 极限 分 布 
与 平稳 分 布 的 有 天 性 质 ， 
定义 5.4 设 p; (2) 为 连续 时 间 杞 尔 可 夫 链 的 转移 概率 ,大 存在 时 刻 z, 和 
t, ,使 得 
pi (t1) >0, p; (t,) >0, 
则 称 状 态 i 与; 是 互通 的 . 知 所 有 状态 都 是 互通 的 , 则 称 此 马尔 可 夫 链 为 不 可 约 
的 . 
关于 状态 的 常 返 性 和 非常 返 性 等 概念 与 离散 马尔 可 夫 链 类 似 ,在 此 不 一 一 
下 面 我 们 不 加 证 明 地 给 出 转移 概率 如 GO 在 zc 时 的 性 质 及 其 与 平稳 分 


定理 5.7 设 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 是 不 可 约 的 , 则 有 下 列 性 质 : 
GD) 车 它 是 正常 返 的 , 则 极限 lim py (1) 存 在 且 等 于 x >0,jE 7. 这 里 坟 是 
方程 组 


J 一 > rrkg5， 
kJ 
Ss = 
i€ET 


(S.13) 
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的 惟一 非 负 解 .此 时 称 {x 7E 了 0 是 该 过 程 的 平稳 分 布 ,并 且 有 
lim p; (1) 三 Ti) 
@C) 知 它 是 零 闻 返 的 或 非常 返 的 , 则 
lim p; (£) = lim p; (1) =0,i,jET. 





证 明 略 . 

在 实际 应 用 中 ,有 些 问 题 可 以 用 科 尔 英 戈 罗 夫 方程 直接 求解 ,有 些 问 题 虽 不 
能 直接 求解 ,但 可 以 用 方程 .13) 求 解 . 

下 面 举 几 个 在 应 用 中 有 一 定 代表 性 的 例题 . 

例 $.2 考虑 两 个 状态 的 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 , 在 转移 到 状态 1 之 前 链 在 
状态 0 停留 的 时 间 是 参数 为 A 的 指数 变量 , 而 在 回 到 状态 0 之 前 它 停留 在 状态 
1 的 时 间 是 参数 为 w 的 指数 变量 . 显然 该 链 是 一 个 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ,其 状态 转 
移 概 率 为 




















{po (h)=Ah+o (hh), 
pio RR) = wh + oh), 
由 定理 5.3 知 
1—po th) »o po h) 
一 一 一 一 一 一 二]im 一 -一 一 
h—0 h h—>0 


d 
— I Ch) [ws A= go 


1—-puh) o ph) 
qi = lim 一 Oo— = lim 一 一 


hh->0 h hx0 h 
d 
pd Ch) ey HT do: 
由 科 尔 葛 戈 罗 夫 癌 前 方程 得 
po (7) = LpPo (zt) 一 Apoo (1) 
二 入 (Dy (2) + 
其 中 最 后 一 个 等 式 来 自 p,, (4) =1- pz GD) .因此 
4 Lp’ (4) 十 (A + 1) poo GD 三 AGE 








或 
d A+ (CAT AD 
二 Poo (7) ]= we ， 
于 是 


人 2p (4) 3 a [wt 十 C. 


由 于 po, 0)=1; 可 见 c= 于 十 





A 
A+y 
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poo (£) =—A— + A sp 





Atu A+y 
A 3 1 
Be 
类 似 地 由 向 前 方程 
Di A 7 
可 解 得 
pn tN [Le 
由 对 称 性 知 
Dr DN ne 
Bal eh 
故 转移 概率 的 极限 为 


lim po (= limp'o (7)， 
limp,, (1) = Xo = lim po, (7). 
由 此 可 见 , 当 zco 时 ,2 (2) 的 极限 存在 且 与 i 无 关 . 由 定理 5.7 知 ,平稳 分 布 
为 
10 = oi A 

否 取 初始 分 布 为 平稳 分 布 , 即 

P(X ENSp Sep = 
则 过 程 在 时 刻 z 的 绝对 概率 分 布 为 

po 2) = po poo H+ ppio 2) 
7 
pi (2) = po por (£1) + Ao pi GD) 
a A I 
例 5.3 机 器 维修 问题 . 设 例 5.2 中 状态 0 代表 茶 机 器 正 弟 工作 ,状态 工 代 
表 机 器 出 故障 . 状态 转移 概率 与 例 5.2 相同 , 即 在 hh 时间 内 ,机 器 从 正常 工作 变 
为 出 故障 的 概率 为 pu GD) = 入 +oG); 在 疡 时 间 内 ,机 器 从 有 故障 变 为 经 修复 
后 正常 工作 的 概率 为 p,。() = ph +o (GD)， 试 求 在 上 =0 时 正常 工作 的 机 器 ,在 
t 二 5 时 为 正常 工作 的 概率 . 
解 ” 由 例 5.2 已 求 得 该 过 程 的 O 惩 阵 为 
(2 ) 

根据 题 意 , 要求 机 器 最 后 所 处 的 状态 为 正常 工作 ,只 需 计 算 Pu (G) 即 可 . 
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由 例 $.2 知 


一 (AT+ LO 


Poo (1) = 40e 


其 中 心 二 = 和" 故 
pe 
因为 P{X C0)=0}= p,=1;, 所 以 
P{X (5S)=0}= p, ) = p, poo 5) 


= AL 平 > . 


十 Ao ， 


SN 





连续 时 间 马 尔 可 夫 链 的 一 类 重要 特殊 情形 是 生 灭 过 程 , 它 的 特征 是 在 很 短 
的 时 间 内 ,系统 的 状态 只 能 从 状态 i 转移 到 状态 i 一 1 或 i+1 或 保持 不 变 ,确切 
定义 如 下 . 

定义 5.5 设 齐 次 马尔 可 夫 过 程 {X (1),z 宇 0} 的 状态 空间 为 了 = {0, 1， 
2,…} ,转移 概率 为 p; (7) ,如 果 
0 
pii1 Rh) =uyhtoh) (>0,p =0), 
pi (hh)=1— QA;+ pw)h+oh), 

p; (h) = 0 (h), |i-j|22, 
则 称 {X (2) ,+ 宇 0} 为 生 灭 过 程 ,4 为 出 生 率 ,yj 为 死亡 率 . 

若 4 二 座 ,p= 二 i QQ,p 是 正常 数 ), 则 称 {X,,t 宇 0} 为 线性 生 灭 过 程 . 

若 jy, 寺 0,; 则 称 {X (7),t 宇 0} 为 纯 生 过 程 ;车 4, 寺 0,; 则 {X (7),t 宇 0) 为 纯 灭 
过 程 . 

生 灭 过 程 可 作 如 下 概率 解释 : 若 以 X (表示 一 个 生物 群体 在 上 时 刻 的 大 
小 , 则 在 很 短 的 时 间 有 h 内 (不计 高 阶 无 穷 小 ) ,群体 变化 有 三 种 可 能 ,状态 由 i 变 
到 ;+1, 即 增加 一 个 个 体 ,其 概率 为 2,h ;状态 由 i 变 到 i 一 1, 即 减少 一 个 个 体 ， 
其 概率 为 uh; 群体 大 小 不 增 不 减 ,其 概率 为 1 一 Q; + py). 

由 定理 5.3 得 

















d 人 
di qn: (1) [ = A;+ yi, 1 之 0. 


A;， 7 三 2 十 1 2 之 0， 
Qi =0p, (h) | a . by 
dh (a ls “21 
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故 科 尔 莫 芯 罗 夫 问 前 方程 为 
a 
科 尔 葛 戈 罗 夫 向 后 方程 为 
DC) pp Ht DE AD NIT, 
因为 上 述 方程 组 的 求解 较为 困难 ,我 们 讨论 其 平稳 分 布 .由 (5.13) 式 ,有 


AT Hm; 





(QT pn dn pia 1 


人 A 人 Ai 
证 
Hi LH2 Hi > 
人 AoA1 Ai 1 


人 er en ie 0 
Li Ht Li 


再 利用 Y，z = 1 得 平稳 分 布 


TO ey 


> A 
a LL 


es | 
a G.14) 





上 式 也 指出 平稳 分 布 存在 的 充 要 条 件 是 
dp 
i KALE ~ 
例 5.4 两 个 生 灭 过 程 
GO MAMA 排队 系统 .假设 顾客 按照 参数 为 人 的 泊 松 过 程 来 到 一 个 有 s 个 
服务 员 的 服务 站 , 即 相 继 来 到 之 间 的 时 间 是 均值 为 1A 的 独立 指数 随机 变量 ， 
每 一 顾客 一 来 到 , 如果 有 服务 员 空 闲 , 则 和 直接 进行 服务 ,否则 此 顾客 要 加 入 排队 
行列 ( 即 他 在 队列 中 等 待 ) . 当 一 个 服务 结束 对 一 位 顾客 的 服务 时 , 顾客 就 离开 服 
务 系统 ,排队 中 的 一 个 顾客 ( 徊 有 顾客 等 待 ) 进 入 服务 ,假定 相继 的 服务 时 间 是 独 
并 的 指数 随机 变量 ,均值 为 11. 如果 我 们 以 久 () 记 时 刻 1 系统 中 的 人 数 , 则 
{XX (5320} 是 生 炎 过 程 














| ln<s) 
WE SA 7 之 3， 
人, 三 人， 7 之 0. 
M /M/s 排除 系统 中 M 表示 马尔 可 夫 过 程 ,s 代表 个 服务 员 . 特 别 在 MLAM 
排队 系统 中 ,= ,Am = 扩 于 是 知人 <1, 则 由 (G.14) 式 得 


续 时 间 的 马尔 可 夫 链 


六 
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要 平稳 分 布 ( 即 极限 分 布 ) 存 在 ,A 必须 小 于 jy 是 直观 的 .顾客 按 速 率 A 到 来 且 以 
速率 jy 受到 服务 , 因而 当 X >>jy 时 他 们 到 来 的 速率 高 于 他 们 能 受到 服务 的 速率 ， 
排队 的 长 度 趋 于 无 穷 .和 =A 的 情况 类 似 于 对 称 的 随机 游 动 , 它 是 零 常 返 的 , 从 
而 没有 极限 概率 . 
Gil 有 迁 入 的 线性 增长 模型 . 
Ln = 70 7 过 1， 
A, = nA+0,n 宇 0 
的 模型 称 为 有 迁 入 的 线性 增长 模型 . 这 种 过 程 来 目 于 生物 繁殖 与 群体 增长 的 研 
究 中 .假定 群体 中 的 每 个 个 体 以 指数 率 出 生 ; 此 外 , 群体 由 于 从 外 界 迁 入 的 因 
素 又 以 指数 率 0 增加 , 因此 当 系 统 中 有 2 个 成 员 时 ,整个 出 生 率 是 nA +0. 假 定 
此 群体 的 各 个 成 员 以 指数 率 “死亡 ,从 而 p= np. 
例 $.$ 尤 尔 过 程 设 群体 中 各 个 成 员 独 立地 活动 以 指数 率 生育 . 若 假 
设 没有 任何 成 员 死 亡 ,以 XGO) 记 时 刻 上 群体 的 总 量 , 则 X (是 一 个 纯 生 过 程 ， 
其 


™ 





A, =nA,n>0 
称 此 纯 生 过 程 为 尤 尔 过 程 . 试 计算 

GdG) 从 一 个 个 体 开始 ,在 时 刻 zt 群体 总 量 的 分 布 ; 

CO) 从 一 个 个 体 开 始 ,在 时 刻 zt 群体 诸 成 员 年 龄 之 和 的 均值 . 

解 (4) 记 TT (i 宇 1) 为 第 i 个 与 第 i++1 个 成 员 出 生 之 间 的 时 间 , 即 下 是 
群体 总 量 从 i 变 到 i+1 所 花 的 时 间 . 由 尤 尔 过 程 的 定义 容易 得 到 人 (i 宇 1) 是 独 
立 的 具有 参数 骏 的 指数 变量 . 故 

PT 








PR Te DE DO Ts De 
0 


| (T= Nd 
0 


(1 一 e *)?, 
PT +T,+T,t) 


=| PUT Td ll dR 
0 


= . (de 7)(d -ee ”2 “dx 


0 


ea (1 一 e MY) 
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一 般 地 , 由 归纳 法 可 证 明 
POTitT, + + TD)= -ee i. 
由 于 
EAS he OAS 
故 
pi; (1)= (1—e PO 
= 
由 此 可 见 , 从 一 个 个 体 开始 ,在 时 刻 z 群体 的 总 量具 有 几何 分 布 , 其 均值 为 e”. 
一 般 , 如 果 和 群体 从 i 个 个 体 开始 ,在 时 刻 1 群体 总 量 是 i 个 独立 同 几 何 分 布 随机 
变量 之 和 , 具有 负 二 项 分 布 , 即 











一 上 
py (2) = ( J (1 
Q) 记 A (2) 为 群体 在 时 刻 zt 诸 成 员 的 年 龄 之 和 , 则 可 以 证 明 
A(W)=a,+ | X (s) ds, 
其 中 a 是 初始 个 体 在 1=0 时 的 年 龄 . 取 期 望 得 


FA()=a,+E | x as | 三 Qu 十 | ELX (s) jds 





二 ao+ | Se LE 

例 $.6 传染 模型 ”考虑 有 m 个 个 体 的 群体 ,在 时 刻 0 由 一 个 已 感染 的 个 
体 与 m 一 1 个 未 受到 感染 但 可 能 被 感染 的 个 体 组 成 .个 体 一 旦 受到 感染 将 永远 
地 处 于 此 状态 .假设 在 任意 长 为 h 的 时 间 区 间 内 任意 一 个 已 感染 的 人 将 以 概率 
ah + o (hh) 引起 任 一 指定 的 未 感染 者 成 为 感染 者 . 奉 我 们 以 XX (2) 记 时 刻 z 群体 
中 己 受 感染 的 个 体 数 , 则 {X (2) ,zt 宇 0} 是 一 纯 生 过 程 ,其 








人 7 三 1， 2,…,m—1, 

"0; 其 它 

这 是 因为 当 有 个 已 受 感染 的 个 体 时 则 yp 一 个 未 受 感 染 者 的 每 一 个 将 以 束 
率 na 变 成 已 感染 者 . 





记 械 为 直至 整个 群体 被 感染 的 时 间 , 工 ,为 从 i 个 已 感染 者 到 i +1 个 已 感染 
者 的 时 间 , 则 
T= > 区 
由 于 工 是 相互 独立 的 指数 随机 变量 ,其 参数 分 别 为 人 = Cm 一 ia,i=1,2,*…， 
7 一 1 故 
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LS 1TA 1 
人 i (0 一 2 
m—1 m—1 2 
1 1 
DT = 2 Dl,= | 
对 规模 合理 的 群体 , ET 渐 近 地 为 
We 
| 
一 2 
A | ( 1 a Le 
Ma J i m—t t ma 


例 5.7 机 器 维修 
或 者 损坏 等 待 修理 .机 床 损坏 后 , 空 着 的 
则 机 床 按 先 坏 先 修 排队 等 待 维修. 





设 有 m 台 机 床 , s 个 维修 工人 (< mm) .机 床 或 者 工作 ， 





维修 工人 立即 来 修理 .车 维修 工人 不 空 ， 





假定 在 h 时 间 内 ,每 台 机 床 从 工作 转 到 损坏 的 概率 的 hh+o ww) ,每 台 修 理 


的 机 床 转 到 工作 的 概率 为 yh + 0 (h) .上 


{X (1) 》 t 宇 0} 是 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 ， 其 状态 空间 I > {0， ss 
i 台 机 床 损 坏 , 则 在 (4,t+ 及 ) 内 又 有 一 





昌 X (2) 表 示 时 刻 :损坏 的 机 床 台数 , 则 
, 7) . 设 时 刻 z 


台 机 床 损坏 的 概率 ,在 不 计 融 阶 无 穷 小 





时 , 它 应 等 于 原来 正在 工作 的 mx 一 i 台 机 床 中 ,在 (z,z+ 及 ) 内 恰 有 一 台 损 坏 的 


概率 ,于 是 

piirs R= (mm— DAh+t 
类 似 地 
iuh 十 


Ne 
suh + 


0 (hh),i1=0,1,…,m—1. 
oO (h), 1 过 1 过 s， 
oO (h), s<im, 


ps (h) =0(h), |i-j|>2. 


显然 ,这 是 一 个 生 灭 过 程 ,其 中 
A, = (mm ER 1)A， 
ta 
Li 
SAL， 
由 G.14) 式 知 它 的 平稳 分 布 为 


mm 


To 一 


$+1 


J 
GC, 7 3 


局 


(s+ 1) (二 2)… 


iO 
1 过 1 达 $s， 
sim. 


? II1I 


GCC+1D)CG +2)…7 
os 


2 


人 


J 
m 


el 
1 二 二;s， 


J 


a 


s<jm. 


当 已 知 ,A,p 后 ,可 以 由 上 述 平稳 分 布 计算 出 在 安排 * 个 维修 工人 时 ,平均 不 
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工作 的 机 床 台数 >，jr, ,因而 可 以 适当 安排 维修 工人 人 数 ; 
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布朗 运动 是 时 间 连 续 、 状 态 连 续 的 马尔 可 夫 过 程 ,在 工程 、 经 济 和 科学 领域 
中 有 广泛 的 应 用 .第 二 章 §$2.4 中 ,我 们 已 经 简单 地 介绍 了 布朗 运动 的 概念 ,以 
下 各 节 将 进一步 讨论 布衣 运动 的 性 质 . 
我 们 首先 对 布朗 运动 给 一 个 直观 的 描述 . 
考虑 直线 上 对 称 的 随机 游 动 . 设 X (表示 质点 在 时 刻 寺 所 处 的 位 置 , X (0) 
=0. 质 点 每 隔 At 时 间 等 概率 地 回 左 或 向 右 走 一 步 , 其 步 长 为 Az=a 人 Ai 此 时 
XC()=Axr KX, 二 … 十 XI)， (5S.15) 











其 中 
a 若 步 长 为 Az 的 第 i 步 向 右 ， 
i -1， 车 步 长 为 Ax 的 第 i 步 向 左 ， 
且 假 设 X 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 其 分 布 列 为 
PUN 


故 EX,=0, DX,=1, 由 5.15) 





EX (7) = 0， 


(S.16) 


| 





由 于 X 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 当 At~>0 时 ,| 志 |~-, 由 独立 同 分 布 


的 中 心 极限 定理 知 





人 X() 
so DLX (2)] 
依 分 布 收敛 于 标准 正 态 随机 变量 N (00,1) , 且 
El 
limD[X (J]=0 7. 
故 X() 是 均值 为 0, 方 差 为 oz 的 正 态 随机 变量 . 
由 于 随机 游 动 在 不 相 重 车 的 时 间 区 间 中 的 变化 是 相互 独立 的 , 且 在 任 一 
时 间 区 间 中 的 位 置 变 化 只 依赖 于 时 间 区 间 的 长 度 , 故 X (z) 是 平稳 独立 增 量 
过 程 . 
总 之 , 当 Ai 一 0 时 ,由 4.15) 定 义 的 X (是 参数 为 o? 的 布朗 运动 . 
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以 下 我 们 只 对 标准 布朗 运动 探讨 其 性 质 . 

定理 5.8 设 {B (4),1 宇 0} 是 布朗 运动 , 则 

d) (轨道 连续 性 ) ”B (2) 是 z 的 连续 函数 ， 

C07 AB(DE307 是 筷 尔 可 志 过 程 ; 

G) 对 任意 0<t < 之 zt 过 …< 之 tt (B (4 ) ,Bz,),…,B (zt,)) 的 联合 概率 密 
度 为 


1 


Lt, a fs Cid Ts C6 A 1 Cy; a 
S17 





RN 


nt 

证 (1) 参见 第 六 草 例 6.1. 

@O) 由 于 布朗 运动 {B (2) ,zt 宇 0} 是 独立 增 量 过 程 , 故 对 任意 0< 太志 已 必 … 
<t tr 

PIBG, DrIBY)= x, BL, 1)=7x, 1B(,)= x,) 

=P(BG,,)- BG)Zr-zr,lBG)=r,", BY, ,)=7x, 1,BG,)= x,) 

=P(BG,,)—- BG,)<r— zx,) 

SP(B .JAIb (eg 
即 {B (z),t 宇 0} 具 有 无 后 效 性 , 故 {B (4),t 宇 0} 为 马尔 可 夫 过 程 . 

G) 见习 题 2.17. 

推论 布朗 运动 {B (z),t 宇 0} 的 有 限 维 分 布 具 有 空间 齐 次 性 , 即 对 Yr, 宇 
0, xX,ER;,i=1,2,."…,n, 

Pl(BGD)DZZr, BC) Zzr,, ,BZzr,|B'O)=0) 
=P(BGD)Zr+rBG YESzr tr ,BLU)Zr+r|IBO=y. (5.18) 
上 述 性 质 表 示 , 奉 {B (4) ,1 宇 0} 是 始 于 y 的 布 明 运动 , 则 BC) - y 是 始 于 

的 布朗 运动 , 故我 们 只 需 研究 始 于 0 的 布 明 运动 . 
对 VY0<s<t 
Pl(BO)ZzrIB()= y= PB Zr y|B(s)=0) 


a I 1 jp 











天 一 二 








V 2x (tC— ss) 
上 式 对 xz 求 导 , 得 到 B (关于 B Gs) 的 条 件 概率 密度 
1 ee G.19) 


BCD1BC) (zx|y)= 

foo ly Vv 2x (一 5) 

它 表示 布 表 运动 B 2) 在 时 刻 s 从 > 出 发 ,经 过 时 间 1 一 ;后 转移 到 x 的 概率 密 
度 . 由 于 布朗 运动 是 平稳 增 量 过 程 , 故 其 转移 概率 密度 与 时 间 的 起 点 无 关 . 通常 
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记 为 
1 p22 
Re 2 
由 转移 概率 密度 ,可 以 得 到 始 于 y 的 布朗 运动 的 有 限 维 分 布 函 数 (0<z < 
方 妥 9 


六 (ztsy) = 





(5.20) 





P(B (1 rT, BG) Zz,|BO=Y) 
p lyisti; ydy, 四 pyrts— ti;y) dy, 


pyart, — ,1;y, 1 dy,. (S$ .21) 
可 见 , 布 明 运动 完全 由 初始 状态 与 转移 概率 密度 所 确定 . 
例 $.8 设 BO 是 标准 布朗 运动 , 求 P(CGB GD) 迄 0,B CO) 过 0). 
解 由 (G.21) 式 及 PGB0O)=0)=1 
P(B (<O0,BQ)<O0O)= PB YU)<0,BO<O0BO)=0PB 0)=0) 
=P(B 4)<0,BQ)<O0B 0) =0) 











-2 1 = ) /2 
Gs Gt 


0 
1 
国 V 2 -~ V 2x 
0 1 可 让 | 1 时 /2 
= e 1“d e du 
| V 2 eg V 2 


=| By)dB oy)= | [1 -6 Cy)1d8 (y,), 








其 中 BG)=| -edz 为 标准 正太 分布 函数 , 帮 


LL 


PGO<0BO<oO=5o-| 656(Cv)dGCy ) 


1 


Ey Ee 
9 | 2 
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设 {B (4) ,1t 宇 0} 是 标准 布朗 运动 , 记 
T=in{f{:>0;B()= 7x), 
即 T, 表示 布朗 运动 {B (4) ,1t 宇 0} 首 次 击 中 xz 的 时 刻 , 显然 T, 是 随机 变量 ,其 
分 布 由 如 下 定理 给 出 . 
定理 5.9 TT, 的 概率 密度 为 








- 
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fr = a (5.22) 
1 0， i<0. 
证 对 过 >0, 由 全 概率 公式 
Pl(B()7r)= PB0)Fr| TANDPT,<?) 
REBT SP(T > (5 .23) 
若 下 过 妃 则 布衣 运动 BC) 在 [0,zj] 中 某 一 时 刻 击 中 x, 由 布朗 运动 的 对 称 
性 ,在 1 时刻 BQ) 处 于 x 之 上 或 之 下 是 等 可 能 的 , 故 


Dt = 地 


由 布衣 运动 轨道 连续 性 知 {T, 达 tz} 站 {B i 名 ; 故 (5S.23) 式 的 第 二 
项 为 零 , 因此 








oo 1 py 
PT,<H)=2P(B Wx) =2| wh 
+ V 27nt 











| 0 ye (5.24) 
TY Zi 
上 式 对 x 求 导 ,得 ,的 概率 密度 
ge 
i oo- 本 。 (5.25) 
t 二 0. 
当 x<0 时 ,由 布朗 运动 的 对 称 性 , 工 与 工 _ 有 相同 分 布 , 故 
ty 
fr 01 - (5.26) 
10. 


综合 (5.25) 与 (5.26) 式 即 为 (5.22) 式 ,证 毕 . 
由 (3.24) 式 和 (3.22) 式 ,对 过 >0(Cz<0 类 似 ) 


i 
POT,<%)=lmP(T,<H) = | edy=1 
fe V 2 .0 和 


| 


作 变 量 代 换 w= 之 ; 则 df =22-du， 
Vt u 





分 禄 
Ga 
Dw | ze 
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可 见 , TT 虽然 是 概率 1 有 限 ， 但 有 无 穷 的 期 望 这 就 是 说 布朗 运动 以 概率 1 
迟早 会 击 中 x, 但 它 的 平均 时 间 是 无 限 的 ,进一步 ,由 布朗 运动 的 空间 齐 次 性 知 ， 


布 关 运 动 从 任 一 点 出 发 击 中 x 的 概率 都 是 1. 
下 面 , 我 们 进一步 对 布 了 明和 运动 {B (7),z 宇 0} 在 时 间 区 间 [a,5j 中 的 最 大 值 


(或 最 小 值 ) 及 穿 过 0 点 的 次 数 的 问题 进行 讨论 . 
记 

















AM (1) = maxB (s), 


m (1) = minB (s), 
称 M (2) 和 mx (7) 为 布朗 运动 BG) 在 [0,zj 中 的 最 大 值 与 最 小 值 ,显然 M (4) 与 
m (zt) 都 是 随机 变量 .由 定理 5.9, 可 以 得 到 M (7) 与 mm (的 分 布 . 
定理 5.10 MQ) 与 m 4) 的 概率 密度 分 别 为 











2 we -x121 
= ? xX>0, 
GD) et | V 27 加 :27) 
| 0， < 0; 
2 二 二 -12 
上 2e 》 zx<0, 
O) Re (5.28) 
0， 工 之 0. 


PM()7r)= PT,<)=2PB (7) 


2 
Se ey 

2 元 ZN 
2 


_z 
人 


革 
£2€ 





J 2 

fa PM Wr)]- 启 - 
车 x 之 0; 由 于 B 00)=0; 故 在 [0;,zj 内 事件 MM G4) 过 x) 是 不 可 能 事件 , 故 
PM Zr)=0. 


因此 , M (2) 的 概率 密度 为 
2 
fu (Xt) =4Av 2 


1 2 
28 252， Xx>0, 


0， x0. 


Q) 证 明 与 (类似 . 
车 记 O G ,1z,) 表 示 布 朗 运 动 {B 2),z 宇 0} 在 时 间 区 间 (7,,z,) 中 至 少 取得 


个 零点 这 一 事件 , 则 我 们 有 如 下 反正 弦 律 : 
定理 5.11 P(O(,,t,)) =1— arcsin y 2;. 








者 三 
(5S .29) 
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证 ”利用 全 概率 公子 


了 PCO 六)) 三 





] 过 -2 
7) ,POW BE) ne :i 
由 布朗 运动 关于 原点 的 对 称 性 及 轨道 的 连续 性 知 
P(O(,1,)1B(G)=7x)=P(T,<L,— 





£1). 
由 G.24) 式 


1 2124 ) 二 
Po)= 一 天 一 | | 6 
frvV zi (PP 一方) do | x |: 


1 — Sarcsin v Ls 
推论 1 设 0<x<1; 则 


忆 { 布 朗 运动 在 (xt ,7) 中 没有 零点 } = 
推论 2 设 A 4) 表示 布朗 运 





arcsin | (5. 30) 
云 动 在 [0， oe 则 对 0 之 x 之 1， 
P(A (tx) = arcsin Vz 





G.31) 
$5.6 布朗 运动 的 儿 种 变化 


一 、 布 明 桥 





由 布朗 运动 ,我 们 可 以 定义 一 类 应 用 广泛 的 布朗 桥 过 程 . 
定义 5.6 设 {B (4),1 宇 0} 是 布朗 运动 , 今 


B” (4)=B() -1B(),0<1<1, 
则 称 随 机 过 程 {B”() ,0 过 1 过 1} 为 布朗 桥 . 


由 定义 知 B”C0)=B” 4)=0, 即 B”() 的 起 始点 是 固定 的 ,就 像 桥 一 样 ， 
这 就 是 布 明 桥 名 称 的 由 来 . 


由 于 布衣 运动 是 高 斯 过 程 , 故 布朗 桥 也 是 高 斯 过 程 , 其 有 限 维 分 布 完全 由 均 
值 函 数 和 协 方 差 函 数 确 定 . 显 然 ,对 任意 0 过 ;过 1 过 1, 有 

















msp* (1) = EB (2)= EB() -EB (4)=0, 
CovB” (s),B’ (2))= EB’ ()B’” Go) 
=E(B() -BW) BW) -B41)) 
=s—ts—tst+ts=s(l—1). 
布 表 桥 在 研究 经 验 分 布 函 数 时 有 着 重要 作用 . 设 已 (x) 是 总 体 下 (x) 的 经 
验 分 布 函数 , {B”(z) ,0 过 tz 达 1} 是 布朗 桥 , 则 
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limP WW nsup| F, (x) -F(X)|y)=P (Cmax 1B* (|<y), 
即 V zsup|EF (x) 一 下 (x) | 的 极限 分 布 是 布朗 桥 的 最 大 值 分 布 . 


二 、 有 了 吸收 值 的 布朗 运动 


设 TT 是 布朗 运动 {B (2),t 宇 0} 首 次 击 中 的 时 刻 ,z>0. 记 
a (BX 和 
并 ， 者 t 宇 T,， 
则 {Z (2) ,zt 宇 0} 是 击 中 x 后 永远 停 0 处 的 布朗 运动 .对 任意 1>>0, 随 机 变 
量 Z (的 分 布 既 有 离散 又 有 连续 部 分 .离散 部 分 是 
PY()=7r)=P(T,<7) 

| a (5. 32) 

对 于 连续 部 分 , 设 y 之 x, 我 们 有 
Pl(I(D)ZYy)=PBU) RY, maxB (s) Zr) 

PB -PC maxB CD) > 了) ， (5.33) 

计算 (5.33) 式 右边 第 二 项 , 由 条 件 概率 的 乘法 公式 
PB (1) Sy, maxB (s)> x) 

三 maxB G) >z)PCmaxB (s) >7) (5.34) 
注意 到 事件 (maxB G6) > x) 等 价 于 事件 (T, < 0); 车 布朗 运 E 动 在 时 刻 T,(T,<2) 
击 中 xz, 那么 为 了 在 时 刻 t 小 于 yy; 它 在 之 后 的 1 一 工时 间 中 必须 减少 + 一 y. 由 
对 称 性 , 它 与 增加 这 个 数量 的 概率 是 相同 的 .因此 

PBU)ZYy | maxB (s) > zx) 
三 万 后 (F274 — y| maxB CD) > 了 D， CE 
由 (5.34) 与 G5.35) 我 们 有 
P(B (ZYy, maxb (s) > zx) 
=P(B 0 | maxB (s)> zx)P ‘maxB (s)> zx) 
=P(B (>27— y, maxB (3) >z) | 


三 和 (0 














由 (5.33) 式 
PQWZy=PB ZY -PB F227r-y) 
=PB(OZy) -PEBG)ZYy-2rz) (由 正 态 分 布 的 对 称 性 ) 


1 -2 
二 | e “dz 
V Tt .Joy-2z 
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三 、 在 原点 反射 的 布朗 运动 


设 {B (4) ,1t 宇 0} 为 布 朋 运动 , 令 
Y (2)=|B()|,120, 
则 称 随机 过 程 {Y (2) ,zt 宇 0} 为 原点 反射 的 布 朋 运动 . 
由 于 BQ) 一 N (00, , 故 Y(2) 的 分 布 函 数 为 (y>0) 
PO = PB = PB 
=2P(B()ZYy) -1 
2 


> 
= | e “25dt 一 1 
V Znt 





由 此 可 得 YG) 的 数字 特征 
EY (4)=v2t/x, DY (0) = (1 二 ) t. 


四 、 几 何 布朗 运动 


设 {B (4),t 宇 0} 是 布朗 运动 , 令 
0 
则 称 随机 过 程 {X (4) ,zt 宇 0} 为 几何 布朗 运动 . 
由 于 BC) 一 NO, 2) ,其 算 母 函数 为 
Rew ]=e*?, 
所 以 {X (7) ,zt 宇 0} 的 数学 特征 
RLXCI EE ee 
DIX (1=ELX’ GQ) = (EX (0) 
=Ele”™ |=:e 
Se 
例 5.9 股票 期 权 的 价值 . 设 某 人 拥有 在 将 来 的 一 个 时 刻 工 以 固定 的 价格 
K 购买 一 股 某 种 股票 的 期 权 .假设 股 票 目 前 的 价格 为 且 它 的 价格 按 几 何 布 明 
运动 变化 ,我 们 来 计算 拥有 这 期 权 的 平均 价值 . 若 时 刻 工 的 股票 价格 是 KK 或 更 
高 时 , 期 权 将 被 实施 ,因此 它 的 平均 价值 为 
E Imax (X(T -K,0O]= | Ps 





= | PlYe™ —K>wdu 
0 


| PBD >m du 


0 
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1 i -x /QD 
vy | 人 和 Ce 
五 、 有 漂移 的 布朗 运动 


设 {B GD) ,1 宇 0} 为 标准 布朗 运动 , 令 
X(1)=B()+ yt, 
则 称 随 机 过 程 {X (z),z 宇 0} 为 具有 漂移 系数 w 的 布朗 运动 . 
显然 {X (2),t 宇 0} 具 有 以 下 性 质 : 
(1) X (0) = 
C) {X (7),t 宇 0} 具 有 平稳 独立 增 量 ; 
G) XD~N Ct,2). 
因此 有 漂移 的 布 明 运动 是 一 个 以 速率 j 深 移 开 的 过 程 . 








$5.7 问 后 与 同 前 扩散 方程 





我 们 知道 ,时 间 与 状态 都 是 离散 的 马尔 可 夫 链 , 其 步 转 移 概率 2 (2z) 满 
足 C- 开 方程 Cd.2) 式 ); 时 间 连 续 的 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 p; (1) 满 足 科 尔 
葛 蕊 罗 夫 向 后 与 向 前 方程 (6.7)，G.9) 式 ), 对 于 布朗 运动 ,我 们 也 有 类 似 的 结 
论 . 
定理 5.12 设 X() 是 漂移 系数 y 的 布朗 运动 ,在 X (0) =y 的 条 件 下 
XX (72) 的 概率 密度 为 
prstiy = lmP(r<XW < r+tAr|IX 0 = WAx, (5. 36) 








则 


CD Fp rst DPESAA Vy) 十 二 Cr y); (S5372 
Q) Fp rt) = pp er ty) + 
方程 .37) 称 为 向 后 扩散 方程 ,方程 (5.38) 称 为 铝 前 扩散 方程 . 
证 《4) 用 问 后 方法 , 即 对 X41) 取 条 件 , 则 

plrst;y =ELP{IXG)=z|XO0)=y, XX)}]. 

由 布衣 运动 的 时 齐 性 、 马 氏 性 

P(XCG)=zx|XO0)=y,Xh)= zx,) 

=P(X(t—h)=zrx|X0)= zx,), 





p xst;y). (5. 38) 





所 以 
plrst;y)=ELlplr,t—h;Xh))], 
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其 中 期 望 是 对 X (CO) 取 的 ,XGO 一 NORR+yj) 将 psX(CD)) 在 点 


p rst;y) =E|p (xz,1;y)—h Fp (rx,X; y+ CX) DE (xz, ts;y) 


A (0 


tar ty t+ 7 p rtsy) te | 


I 
= plr,t;y)—h Fp Crs ty) + ph Lp estsy) 

i (Ty yt 0h) 

两 边 除 以 h 并 令 h->0, 即 得 G.37) 式 . 

@C) 用 回 前 方法 对 XX (z 一 及 ) 取 条 件 , 由 于 
0 0 a 

=P(Xh)=zr|XO0)=a)=PW=zr- a), 

其 中 W 一 N Qh 有). 记 W 的 概率 密度 为 fy (x), 则 





petiy= | fr tz- a plat- hy dy 


=| [pests + GDFD Et —h Fp ts) 


oa” 
ox” 





ta prt) te |fy Cr a)da 


=p (r,t;y) -th jp estsy) —h Fp rstsy) 
ho 
1 
两 边 除 以 h 并 令 h->0, 即 得 (5.38) 式 . 
应 用 中 , 知 我 们 对 马尔 可 夫 过 程 X (的 极限 分 布 感 兴趣 , 通常 利用 向 前 方 
程 ;大 我 们 对 首 达 时 间 分 布 感 兴趣 , 则 利用 回 后 方程 , 即 对 最 初 户 时 间 发 生 的 事 
件 取 条 件 : 
例 $.10 (保险 理论 中 的 破产 问题 ) 假设 到 时 刻 1 某 家 保险 公司 收 到 的 赔 
偿 要 求 的 次 数 N G) 是 速率 为 人 的 泊 松 过 程 , 且 相 应 的 要 求 赔偿 的 金额 是 独立 
同 分 布 的 , 其 分 布 函 数 为 G(x) . 若 保险 公司 的 初始 资本 为 zx, 且 以 每 单位 时 间 1 
元 的 第 数 速率 收 到 保险 金 . 求 保险 公司 永远 有 偿还 能 力 的 概率 . 
解 设 冯 是 第 ;个 要 求 赔偿 的 金额 数 , =1,…, NN (2), 则 保险 公司 永远 有 
偿还 能 力 的 概率 为 
NCD 


R (zx) = Plrt+t- >》)Y, >0, 对 一 切 t). 





p lx;t;y)+oh). 
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为 了 得 到 R (x) 的 微分 方程 ,我 们 用 问 后 方法 ,对 最 初 h 时 间 发 生 的 事件 取 条 
件 . 若 无 赔偿 要 求 , 则 公司 的 资产 为 x+ 有 ,而 车 有 一 个 赔偿 要 求 , 则 公司 的 资产 
为 x+ 一 YY. 因此 

RX)=RCAE+th) IY- +ELRCG+h- y) I+o(), 











所 以 
Reth Re RGrh) AELRG+h- YI. 
人 0 得 
R’ (x)=AR Cx) -AELR Cr- YY) 
或 


TX 


R’' Cr)=2R (x) -| R(t— ydG (ly). 


0 


有 时 可 解 出 R. 








习 题 五 
5.1 设 连 续 时 间 马 尔 可 夫 链 {X(z),t 宇 0} 具 有 转移 概率 
Ajh + oh), 7 三 2 十 1， 
1—Ah+o(h), 7 三 ?7， 
pi (hh) = 
0， 7 三 2 一 1， 





























中 ;是正 数 ,入 (2) 表 示 一 个 生物 群体 在 时 刻 了 上 的 成 员 总 数 . 求 科 尔 莫 戈 罗 夫 方程 ,转移 概 
率 p; (7?). (提示 :利用 以 下 结果 , 阁 g (1) + Rg (l(t) 二 及 (1),k 为 实数 ,用 (7) 为 连续 函数 ,a 过 1z 





二 b, 则 yo 加 ee 万 CR gla)e “! ® ) 


a 


5.2 一 质点 在 1,2,3 点 上 作 随 机 游 动 .车 在 时 刻 1 质点 位 于 这 三 个 点 之 一 , 则 在 [,z+ 
且 内 , 它 以 概率 地 有 + 0 (用) 分 别 转 移 到 其 它 两 点 之 一 . 试 求 质 点 随机 游 动 的 科 尔 英 戈 罗 夫 方 


程 ,转移 概率 p; (z) 及 平稳 分 布 . 

5.3 设 某 车 间 有 M 台 车 床 , 由 于 各 种 原因 车 床 时 而 工作 , 时 而 停止 .假设 时 刻 4, 一 台 
正在 工作 的 车 床 ,在 时 刻 z+ 停止 工作 的 概率 为 yh+o(h), 而 时 刻 z 不 工作 的 车 床 ,在 时 刻 
t+ 甩 开 始 工 作 的 概率 为 加 + oh), 且 各 车 床 工作 情况 是 相互 独立 的 . 若 N (21) 表示 时 刻 1 正 
在 工作 的 车 床 数 , 求 

(1) 齐 次 马尔 可 夫 过 程 {N (7) ,1 宇 0} 的 平稳 分 布 ; 

C2) 若 M=10,;A=60,4= 30, 系 统 处 于 平稳 状态 时 有 一 半 以 上 车 床 在 工作 的 概率 . 

5.4 排队 问题 . 设 有 一 服务 台 , [0,z) 内 到 达 服 务 台 的 顾客 数 是 服从 泊 松 分 布 的 随机 变 
量 , 即 顾客 流 是 泊 松 过 程 .单位 时 间 到 达 服 务 台 的 平均 人 数 为 A. 服 务 台 只 有 一 个 服务 员 , 对 
顾客 的 服务 时 间 是 按 指数 分 布 的 随机 变量 ,平均 服务 时 间 为 1. 如果 服 务 台 空闲 时 到 达 的 
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顾客 立即 接受 服务 ;如 果 顾 客 到 达 时 服务 员 正 在 为 男 一 顾客 服务 , 则 他 必须 排队 等 候 ; 如果 顾 


客 到 达 时 发 现 已 经 有 两 人 在 等 候 , 则 他 就 离开 而 不 再 


























1 来 . 设 关 () 代 表 在 zt 时 刻 系统 内 的 顾 





客人 数 (包括 正在 被 服务 的 顾客 和 排队 等 候 的 顾客 ) ,该 人 数 就 是 系统 所 处 的 状态 .于 是 这 个 


系统 的 状态 空间 为 T= {0,1;2,3); 又 设 在 1=0 时 系统 处 于 状态 0,; 即 服务 员 空 着 . 求 过 程 
的 @ 和 矩阵 及 zt 时 刻 系 统 处 于 状态 j 的 绝对 概率 p; (z) 所 满足 的 微分 方程 . 


















































5.5 一 条 电路 供 mx 个 焊工 用 电 , 每 个 焊工 均 是 间断 用 电 . 现 作 如 下 假设 : 
(1) 若 一 焊工 在 1 时 用 电 , 而 在 (z,t+Az) 内 停止 用 电 的 概率 为 yAt + o(A7); 



















































































(2) 阁 一 焊工 有 t 时 没有 用 电 , 而 在 (t,t+ Az) 内 用 电 的 概率 为 AAt + o (AZ). 
每 焊工 的 工作 情况 是 相互 独立 的 . 设 X(D 表 示 在 过 时 正在 用 电 的 焊工 数 . 

















G) 求 该 过 程 的 状态 空间 和 @ 矩阵 
O) 设 XX(0) =0, 求 绝对 概率 p (2) 满 足 的 微分 方程 ; 
G) 当 1->oo 时 , 求 极限 分 布 p， 















































5.6 设 [0,z] 内 到 达 的 顾客 数 是 参数 为 1 的 齐 次 泊 松 过 程 .假设 有 单个 服务 员 , 服 务 时 
间 为 指数 分 布 的 排队 系统 CM/M /1) ,平均 服务 时 间 为 1 /wu. 试 证 明 : 

(1) 在 服务 员 的 服务 时 间 内 到 达 顾 客 的 平均 数 为 /ui 

GC) 在 服务 员 的 服务 时 间 内 无 顾客 到 达 的 概率 为 yy /CA + /) . 

5.7 设 BC() 是 始 于 0 的 标准 布朗 运动 ,对 任意 常数 a, 计算 PCBG)<ao,BC)>0). 




















5.8 设 (B(D ,zz0} 是 标准 布朗 运动 ， XGOD= 妇 亿 








t 宇 0} 是 标准 布朗 运动 . 























),z>0; 义 (0) =0; 证 明 {X (2)， 











$6.1 平稳 过 程 的 概念 与 例子 


在 第 二 章 $2.4 中 我 们 介绍 了 严 平 稳 过 程 与 宽 平 稳 过 程 的 概念 .在 自然 科 
学 、 工 程 技 术 中 经 常 遇 到 这 类 过 程 , 例 如 纺织 过 程 中 棉纱 横 截 面积 的 变化 , 导弹 
在 飞行 中 受到 消 流 影响 产生 的 随机 波动 ,军舰 在 海浪 中 的 颠 艇 ,通讯 中 的 干扰 噪 
声 等 等 .它们 都 可 用 平稳 过 程 描述 . 这 类 过 程 一 方面 受 随 机 因素 的 影响 产生 随机 
波动 ,同时 又 有 一 定 的 惯性 , 使 在 不 同时 刻 的 波动 特性 基本 保持 不 变 .其 统计 特 
性 是 , 当 过 程 随 时 间 的 变化 而 产生 随机 波动 时 , 其 前 后 状态 是 相互 联系 的 , 且 这 
种 联系 不 随时 间 的 推 延 而 改变 . 

由 于 严 平 稳 过 程 的 统计 特征 是 由 有 限 维 分 布 函数 来 决定 的 ,在 应 用 中 比较 
难以 确定 , 而 宽 平 稳 过 程 的 判别 只 涉及 一 、 二 阶 矩 的 确定 ,在 实际 中 比较 容易 获 
得 ,因此 ,我 们 主要 研究 宽 平 稳 过 程 .这 种 仅 研 究 与 过 程 一 二 阶 矩 有 关 性 质 的 理 
论 , 这 就 是 所 谓 相 关 理 论 . 对 于 正 态 过 程 ,由 于 其 宽 平 稳 性 与 严 平 稳 性 是 等 价 的 ， 
故 用 相关 理论 研究 它 显得 特别 方便 . 

本 书后 面 涉 及 的 主要 是 宽 平 稳 过 程 ,我 们 简称 它 为 平稳 过 程 . 

例 6.1 设 {X,,n=0;, 土 1, 土 2,…} 是 实 的 互 不 相关 随机 变量 序列 , 且 
ELX, j=0,DILX, j=o. 试 讨论 随机 序列 的 平稳 性 . 

解 因为 下 LX]=0 及 









































Rx n,n- 7)= ELX,X, i t=0; 
( 0， z 天 0， 
其 中 r 为 整数 , 故 随机 序列 的 均值 为 常数 ,相关 函数 仅 与 r 有 关 , 因此 它 是 平稳 





随机 序列 . 

在 物理 和 工程 技术 中 , 称 上 述 随机 序列 为 白 品 声 . 它 普 过 存在 于 各 类 波动 现 
象 中 ,如 电子 发 射 波 的 波动 ,通讯 设备 中 电流 或 电压 的 波动 等 .这 是 一 种 较 简单 
的 随机 干扰 的 数学 模型 . 
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例 6.2 设 {1Z ,n=0， 土 1， 土 2,…} 为 复 随 机 序列 , 且 ELZ]=0ELZZ ] 


oo 





= 一 0 ，， 0 < oo ww， (n=0, 上 1; 十 2, …) 为 实数 序列 .对 于 每 一 个 i，9 以 


三 一 oo 


证 明 级 数 SZ,e%! 在 均 方 意义 ( 见 § 6.3) 下 收敛 . 令 


条 


OD 
利用 随机 变量 级 数 均 方 收敛 性 质 ,可 以 推 得 





De oA Ze”’ |=0, 


N=—% 


EL[X() X(t— 7)|]= jo A enn ] 


1 三 一 oo 


oo 


= 5D) de 已 ELZl le 


二 一 二 一 co 


所 以 X (2) 为 平稳 过 程 . 


物理 上 , cos (wt), sin (wi) 或 e” 都 是 描述 简 谐 振动 的 ,U, cos Co,z)， 
Vsin (wt) 或 e%' 都 可 以 看 作 是 具有 随机 振幅 的 简 谐 振动 .上 述 例题 说 明 , 若 不 
同 频率 的 随机 振幅 互 不 相关 , 则 这 种 简 谐 振动 的 有 限 项 甚至 无 限 项 的 辣 加 (只 要 
已 是 均 方 收敛 的 ) 都 是 平稳 过 程 ,而 且 它 们 的 相关 函数 亦 有 类 似 的 分 解 , 即 可 以 


表示 为 与 随机 振动 具有 相同 频率 成 分 的 简 谐 振动 之 和 , 其 振幅 为 相应 的 随机 振 
幅 的 方差 . 


例 6.3 设 随机 过 程 {N (zz 人 0)} 是 具有 参数 的 泊 松 过 程 . 














随机 过 程 {X (4),t 宇 0} 定 义 为 : 若 随 机 点 在 [0;zj 内 出 现 偶数 次 (0 也 看 作 
偶数 ), 则 X (CD) =1; 知 出 现 奇数 次 , 则 XGD) = 一 1, 如 图 6.1 所 示 . 

Gd) 讨论 随机 过 程 XxX (4) 的 平稳 性 ，; 

Q) 设 随 机 变量 V 具有 概率 分 布 
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PIVSe1ljePplys 1 
且 立 与 XGO 独立 , 令 了 GD = VX GD ， 试 讨论 随机 过 程 YG) 的 平稳 性 . 
解 (1) 由 于 随机 点 N (2) 是 具有 参数 4 的 泊 松 过 程 ,在 [0,z] 内 随机 点 出 
现 & 次 的 概率 


(CD 


P, (1)=e Ei 


; 尺 =0,1,2,.…, 





故 
人 
ce [i+ 有 | 
= eh 
PIX MO A 


3 3 
= | 2 总 2 | 


一 e “sh (N17), 











mx (t)=ELXCG)]=1°*e “ch Qt)—1°e ”sh 人 zt) 
=e * [ch (1) — sh 7)] 
Se 
为 了 求 X (oO 的 相关 函数 , 先 求 XXX GD) 的 联合 分 布 
PLX 二 《和 未 过 区 过 
=P{X(,)=x,|X()= zx}P{IX()= xz}, 
其 中 以 主 一 1 或 T0727 
由 上 式 知 ,需求 
P{X()=zx}A PIXG,)= zx,|X()= zr,}. 
设 证 光 二 sy 令 z= 二 = 二 训 ; 因为 事件 {X(t )=1;X 六 (2;)=1) 等 价 于 事件 
{XC )=1; 且 在 Gz ;zj 内 随机 点 出 现 偶数 次 }. 由 假设 知 ,在 X(z,)=1 的 条 件 
下 ,在 区 间 (4 ;zj 内 随机 点 出 现 偶数 次 的 概率 与 在 区 间 (0, zj 内 随机 点 出 现 偶 
数 次 的 概率 相等 , 故 
P(X I=1IIXG = 1 Se “eh Oy 


PR J el 


和 
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PR Fel XI EI "eh Ye "chy, 
PIXO se le eh ye St 
PIX (sy ls Xs 1 ee veh “htAr), 
因此 
Ro ye Ie [X(t XR 
=1°*l°*e “ich Qt)e “chQz) 
+ (—1)°* (—1)e “sh(t)e "chr) 
+ (—1)°*1l°*e “ish(Ati)e ”shz) 
+1°(—1)e “ch(At)e “shr) 
=e ao [chl(r—t)A—-sh(r—z,)A] 


人 
一 e 1 Ge 1 


=@ 2* =@ 4- £1) . 





当 1 之 tz 时, 同 理 可 得 
Rt 
2 和 作 症 六 太守 
Re se 
由 于 mx (1) =e 和 与 时 间 上 有关, 故 XGO) 不 是 平稳 过 程 .值得 注意 的 是 非 
平稳 过 程 的 相关 函数 也 可 以 与 时 间 的 起 点 无 天. 
Q) 由 于 ELVj=0,ELV? j=1, 故 由 VV 与 XG) 独立 知 
ELlYCQ)]=ELVJELXG)|=0, 
Ry = EY EX Xs | 
二 
所 以 Y GO) 是 平稳 过 程 ,其 相关 函数 Ry (zr) 如 图 6.2 所 示 . 





Ry(7) 


图 6.2 


例 6.4 设 有 状态 连续 、 时 间 离 散 的 随机 过 程 X (CD) =sinCrGr) ,其 中 加 是 
(0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , * 只 取 整 数值 1,2,…, 试 讨论 随机 过 程 X (CD 的 
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平稳 性 . 
解 ” 因 为 
ELXGQ)]1=ElLsinQxO) | 


a i i Qx0) 0d0= | 0 


0 


Ry (t,t—7t = ELXGX(G— 7)] 


= ' sin QnxOt) sin[2n0 ( — 7) Jd0 
= 方 | [cos Crr0) — cos[2r 21 — 7 011d0 
加 Lo t==0， 
0， zz 天 0， 
所 以 X GD) 是 平稳 过 程 . 
现在 我 们 用 此 例 说 明 宽 平稳 过 程 不 一 定 是 严 平 稳 过 程 .事实 上 , 令 1=1， 
由 于 状态 X 5 ) = zi 对 应 两 个 0 值 , 即 


arcsin Xi XT— arcsin Xi 














3 2 2 271) 
于 是 可 得 随机 过 程 的 一 维 概率 密度 为 
fl; 2) = 了 0) | 下 110) | 把 
-1 
ntiv 1—xi 


可 见 XQ) 的 一 维 概率 密度 与 时 间 1 有关, 故 X() 只 是 宽 平 稳 过 程 , 而 不 是 严 
平稳 过 程 . 

例 6.5 设 XCG)=XFG) 为 复 随机 过 程 ,其 中 X 是 均值 为 0 的 实 随机 变 
量 , AGz) 是 z 的 确定 函数 . 试 证 X(z) 是 平稳 过 程 的 充 要 条 件 是 f (4) = ce@“'”， 
其 中 i=V 一 1;,c,w,0 为 常数 . 

证 充分 性 : 令 f4)=ce“'*?”, 记 DL[Xj]=o ,因为 EE[Xj]=0, 故 

Wie (t= EX .|= ELXF( =0; 
由 于 
Rx (at) BEX (XC 
= FELX’ |e Oe —iLw(t— D+0] 一 CE 
所 以 X (GD) 是 平稳 过 程 . 
必要 性 : 设 X (CD) 是 平稳 过 程 , 则 
Rx Gt—7x)=ELXCO XG-7 =ELX GfG-7). 
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上 式 必 须 与 1 无 关 , 取 t=0, 有 
1f(2D 上 ?=e (常数 )， 
因此 Fo) = ce?”, 其 中 op (4) 为 实 函 数 ,于 是 
f (fFG-7) r) =e ?expli(y (2) = (FE ct))]. 
上 式 应 与 71 无 关 , 故 





Fp 0) -0 |=0, 
即 d42 人 = 22 一 忆 对 一 切 r 成 立 ,于 是 


O (1)= wt+0, 
故 Fe eR 





$6.2 联合 平稳 过 程 及 相关 函数 的 性 质 


一 、 联 合 平稳 过 程 


对 于 两 个 平稳 过 程 的 联合 分 布 和 数字 特征 的 讨论 , 可 以 用 类 似 于 第 二 章 的 
方法 .下 面 我 们 主要 讨论 两 个 平稳 过 程 的 联合 平稳 问题 .如 图 6.3 所 示 , 若 将 两 
个 平稳 过 程 X (1) 和 Y (z) 同 时 输入 加 法 器 中 ,考虑 加 法 器 的 输出 随机 过 程 
三 (=XCG)+YGD) 是 否 平 稳 的 问题 . 





XD WD=X(D+ YD 





图 6.3 


首先 分 析 输 出 过 程 要 求 的 平稳 条 件 , 由 
EL[WG WG-7] 
二 人 
=E[XG XG- + YG YC- 
+XOYG-D+YG XG- 7 
= Ru) +Ry(r +ELXG YG- T+ELYG XG- 7)]. 
上 式 最 后 两 项 是 义 () 和 YY 以) 的 互相 关 函 数 , 一 般 情况 下 ,它们 与 1 有 关 , 为 使 
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输出 过 程 W (是 平稳 过 程 ,必须 要 求 输入 的 两 个 平稳 过 程 XGD 和 Yo 的 互 
相关 函数 与 上 无 关 . 

定义 6.1 设 人 (GD),ET) 和 {t7GDET) 是 两 个 平稳 过 程 , 若 它 们 的 互 
相关 函数 ELXGCDIYG=-zr] 及 ELIYGODIXG=-zr)] 仅 与 rr 有关, 而 与 上 无 关 , 则 
称 XGD) 和 Yi) 是 联合 平稳 随机 过 程 . 

由 定义 有 





Ryy (tt— 7 = ELXG YG- 7]= Ryy (7), 
Ry (tT = ELYGOXG-7 = Ry 0). 
当 两 个 平稳 过 程 X (1), Y (4) 是 联合 平稳 时 , 则 它们 的 和 W (z) 是 平稳 过 
程 ,此 时 有 
E[WO WG- 7 = Rye (0) + Ry (lr) + Ryy 7) + Ry (7) = Ry (7). 


二 、 相关 函 数 的 性 质 


定理 6.1 设 {X(z),tE€ET 人 丁 }) 为 平稳 过 程 , 则 其 相关 函数 Rx (zr) 具有 下 列 性 
质 : 

(1) Rx (0) 宇 0; 

CO) Ry (7) = Ry (— 0); 

G) | Ry (7) |RY (0); 

dd) Rx (Cr) 是 非 负 定 的 , 即 对 任意 实数 zt,,…,t 及 复数 a ,a,，,…,a,; 有 


y， Rx (GD) aia; 20; 


”6G@) 着 XG) 是 周期 为 工 的 周期 函数 , 即 XOD 二 X G+ 全); 则 Rx (5) = 
Rx (t+ T); 
6) 若 XX (1) 是 不 含 周 期 分 量 的 非 周 期 过 程 , 当 |z| 一 品 时 , 久 ) 与 
XG+z) 相 互 独立 , 则 
lim Rx (7) = mxmx. 
证 ”由 平稳 过 程 相关 函数 的 定义 ,得 
(Re EX | 
Q) Ry (t= ELXG) XG-7] 
=E[XG- XG)]= Rx (7); 
对 于 实 平稳 过 程 ,由 于 Rx (7) 为 实数 , 故 Rx (一 zt) = Rx (7), 即 实 平稳 过 程 的 相 
关 函 数 是 个 函数 . 
G) 由 施 瓦 次 不 等 式 有 
[ELX(D XG = 7 ENDXGS 
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<E[|XG)|JE[LXG— 7)|), 
即 LR Ce LR.0) 
| Ry (7) | 夺 Ry (0). 
三 划 是 理 252 已 证， 
(3) Rx (r+ T)=E[XG)XG-rt—T)] 
=E[XGQ)XG-7)]1= Rx Cr)， 
(6) im Rx (t= lim E[XGQ) XG-7)] 


| zl 一 oo 


= lim E[LX (2) JELX CG— 7)= mxmex. 
类 似 地 ,联合 平稳 过 程 XG) 和 Y) 的 互相 关 函 数 有 下 列 性 质 : 
d) [Ry | ZR ORy OO), | Ry DN ZR 0) Ry 0); 
Q) Ryy (— 7) = Ry (0). 
证 (1) 由 施 瓦 次 不 等 式 , 有 
Ry (0) |= IE[XG YG-2D <IEIXG YC- IT 
<E[LIXCOI ELY GCG- 7)|]= RO0)Ry 0). 
Q) Ry (- T=ELXG-7r) YG0)] 
SRY XG- 7 Ry (0). 
当 义 4),Y 以 ) 是 实 联合 平稳 相关 过 程 时 , Q) 变 成 
Ryy (— T= Ry (7). 
这 表明 Ryxy 'z) 与 Ryx (7) 在 一 般 情况 下 是 不 相等 的 , 且 它 们 不 是 r 的 侦 函 数 . 
例 6.6 设 XGD)=AsnCo+G9),YGd)=BsnCor+G@-o) 为 两 个 平稳 过 
程 ,其 中 A,B,w 为 常数 ,9 在 00,2r) 上 服从 均匀 分 布 . 求 Rs (rt) 和 Ry (7) 
解 Ryy (7r)=ELXGQ) YC-7)] 
= ELAsin(wt+ 0O)Bsin(wt -wt+O- v9)] 




















| ABsin (wt + 0)sin (wt ~ wr+0— P) 让 d0 


= 全 | A 9) 
0 
— cos (wt + 0)sin (wr + 9) Jd0 
= FABcos (wr 十 9). 
同 理 可 得 


Ryx (7T) = FABcos (wr 一 9). 
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$6.3 随机 分 析 


企 普 通 函 数 的 微 积分 中 , 连续、 导数 和 积分 等 概念 都 是 建立 在 极限 概念 的 基 
础 上 .对 于 随机 过 程 的 研究 ,也 需要 建立 随机 过 程 的 连续 性 、 导 数 和 积分 等 概念 ， 
而 且 这 些 概念 都 是 建立 在 随机 序列 极限 的 基础 上 ,有 关 这 部 分 内 容 统称 为 随机 
分 析 

在 随机 分 析 中 , 随机 序列 极限 的 定义 有 多 种 ,下 面 简单 介绍 几 种 常用 的 定 
义 . 由 于 我 们 主要 研究 宽 平 稳 过 程 , 故 以 下 的 随机 过 程 都 假定 为 二 阶 矩 过 程 . 


一 、 收 敛 性 概念 
由 微 积 分 知 , 知 对 于 任 给 s>0, 都 存在 正 整 数 N, 使 对 一 切 n >> N, 恒 有 不 


等 式 








[| (6.1) 
成 立 , 则 称 序 列 {x,} 以 a 为 极限 ， 记 作 lim zx， =a. 
对 于 概率 空间 (Q,F,P) 上 的 随机 序列 {X,}, 每 个 试验 结果 e 都 对 应 一 序列 
Xi (e), X, (e),**, X, Ce)，， (6.2) 
故 随机 序列 {X,} 实 际 上 代表 一 族 66.2) 式 的 序列 , 故 不 能 用 (6.1) 式 定义 整个 族 
的 收敛 性 .如 果 6.2) 式 对 每 个 e 都 收敛 , 则 称 随机 序列 {X,} 处 处 收敛 , 即 满 足 
-0 
其 中 X 为 随机 变量 ， 
上 面 这 种 收敛 定义 太 苛求 了 .下 面 介绍 随机 序列 在 较 弱 意义 下 的 收敛 定义 ， 
它们 不 一 定 要 求 对 每 个 e 都 收敛. 
定义 6.2 称 二 阶 矩 随机 序列 {X,(e)} 以 概率 1 工 收敛 于 二 阶 怎 随 机 变量 
X (e), 若 使 





lim X, (e) = X (e) 
成 立 的 。 的 集合 的 概率 为 1, 即 
Ple: lim X， (e)=X(e)}=1, 





或 称 {X, (e)} 几 乎 处 处 收 剑 于 X Ce) , 记 作 X, 一 >X. 
定义 6.3 称 二 阶 矩 随机 序列 {X (e)} 依 概率 收 伍 于 二 阶 矩 随机 变量 
X (e), 若 对 于 任 给 se >0, 有 
lmP{|X, (e)—X(e)| 宇 e} =0, 


UD 
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定义 6.4 设 有 二 阶 和 窍 随机 序列 {X,} 和 二 阶 矩 随机 变量 X, 若 有 


limE[|X,— XI*]=0 
成 立 , 则 称 {X,} 均 方 收敛 于 X, 记 作 X, 一 >X. 
(6.3) 式 的 极限 常 写成 
1.i.mX ,=X 或 1.i.mX,=X 


di.nm 是 1limit in mean 的 缩写 ) . 


平稳 随机 过 程 


(6.3) 


定义 6.5 称 二 阶 和 矩 随机 序列 {X,} 依 分 布 收敛 于 二 阶 矩 随机 变量 X, 若 
{X,} 相 应 的 分 布 阔 数列 {, (x)}), 在 XX 的 分 布 函数 下 (x) 的 每 一 个 连续 点 处 ,有 


limF, (x) =F (x), 
记 作 X 一 >-X. 
对 于 以 上 四 种 收敛 定义 进行 比较 ,有 下 列 关 系 : 
QD) 车 XX, 则 XX 一 >X; 
Ol 


4 P d 
(3) 右 和 ,一 > 人 X， 则 X,— >X, 
如 图 6.4 所 示 . 





下 面 给 出 4) 和 C) 的 证 明 (G) 参 阅 G]) 
证 (1) 由 切 比 雪夫 不 等 式 得 


P{|X,—X| 宇 e}< 





EX 
2 > 
€ 


若 有 limEL|X, 一 XX|*j]=0, 则 对 任 给 e>>0, 有 
limP{|X,—X| 宇 e}=0. 
@Q) 由 PimX ,=X)=1, 故 
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limP{|X, — X|>0}=1. 
因此 ,对 任 给 e>>0, 有 
limP{|X,— X|<e}=1 妈 limP{X, -XI 之 e}=0. 
Ee 
值得 注意 ,在 四 种 收敛 定义 中 , 均 方 收敛 是 最 简单 的 收敛 形式 , 它 只 涉及 单 
独 一 个 序列 .下 面 我 们 讨论 随机 序列 的 收敛 性 ,都 是 指 均 方 收 敛 . 
定理 6.2 二 阶 算 随机 序列 {X,} 收 敛 于 二 阶 算 随机 变量 X 的 充 要 条 件 为 
im EL Xs Xl d=0 
证 明 略 . 
定理 6.3 设 { 公 ,){Y 六 (2 都 是 二 阶 矩 随机 序列 , U 为 二 阶 窍 随机 变 
量 , {c, } 为 常数 序列 ,ac 为 常数 . 令 1.imX=X,limY=YlimZ = 
2 limc， 三 -全 册 
Gd) 1.i.m c, = lim cv =C; 
Q) 1.i.m U=U:; 
(3) 1.i.m (c,U) = cU:; 
(4) 1.i.m(aX, + bY,)=aX+obY:; 
(5) lmELX,. = ELX]= EU.im X, ]; 
06) itn BX Ya l= BLY Y= EL Xm Ye 
特别 有 
lmE[l Xl J=ED XL J=ELDLim Xl. 
证 (1),@Q), G3) 由 均 方 收敛 定义 可 以 得 证 . 
(4) 因为 当 2 一 co 时 ,有 
ELllaX, +bY,— (aX+6bY)|’] 
=E[la(X,— X)+6b(Y,— Y)|’] 
<2a: ELIX, 一 X J+20 EL Y,- Y|’]>0. 
由 均 方 收敛 定义 知 4) 得 证 . 
(5S) 由 施 瓦 次 不 等 式 , 有 
BL | | YI RELY .Jy 
令 了 = 和 X = 多; 代入 上 式 ,得 
OIELX,]=ELXJF SIELX.= XJ 
ZELX,— XI 1>0 (n>0%), 
所 以 lm PLX | ELXIsE li mx 
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(6) 由 施 瓦 菊 不 等 式 , 有 

E[LX,Y, -ELXY]| 

=|E(X,Y,—XY)| 
=|E[LCX,—X)(Y,—-Y+X,Y+XY,—2XY]| 

=|E[CX,— XC(Y,— DI+ELC,— XYJ+EL(Y,— YX] 
ZIELX,— XLY,— YI+|E[LX,—- XjY|+|E LY,— YI]X| 








ID a A 
+V EIY,—- YIEIX 一 0 (n,m>0%), 
所 以 lim E[LX,Y, J]=E[LXY]. 
定理 6.3 的 (2) 和 (4) 式 与 普通 极限 相似 , (5) 式 和 (6) 式 表明 极限 运算 和 求 
数学 期 望 运算 可 以 交换 顺序 . 
定理 6.4 设 {X,) 为 二 阶 矩 随机 序列 , 则 {X,} 均 方 收敛 的 充 要 条 件 为 下 列 
极限 存在 : 





lim ELX,X, |. 


n m 
ns 1 一 59 


证 ”必要 性 由 定理 6.3 之 (6) 易 知 .现在 证 充分 性 . 设 
lim EL[LX,X, ]=E|X|’=., 


故 EIX,—X,|’=E[L|X,|’— X,X,— X,X,+ |X,|’] 
=E|X,|’— EX,X, — EX,X,+E|IX,|’, 
lim 五 |X， 0 有 
根据 定理 6.2 知 {X,} 均 方 收敛 ,证 毕 . 
以 上 讨论 了 具有 二 阶 矩 的 随机 序列 均 方 极限 的 性 质 .对 于 一 般 的 二 阶 矩 过 
程 {X(GD,zET)》 可 以 类 似 地 定义 它 的 均 方 极限 , 且 有 类 似 的 均 方 极限 性 质 ,不 
再 重 述 . 
二 、 均 方 连续 
下 面 在 讨论 随机 过 程 {X GD,zET) 的 均 方 连续 、 导 数 、 积 分 等 概念 中 , 假定 
{X (4) ,i1€ET} 是 二 阶 矩 过 程 ,参数 集 全 为 直线 上 的 一 个 有 限 区 间 (可 以 为 无 穷 
区 间 ) . 
定义 6.6 设 有 二 阶 和 矩 过 程 {X (zeET)}, 若 对 每 一 个 上 GET, 有 
limEL|XCG+h) -XG)|’]=0, 
则 称 X (CD 在 : 点 均 方 连续 , 记 作 1.i.mX G+A)=XC). 若 对 人 中 一 切 点 都 均 
方 连续 , 则 称 X (在 下 上 均 方 连续 . 
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考虑 到 
EL[L|XG+h)—X()|] 
= Ry (t+hyt+h)— Ry (t,t+h)— Ret+h,t) + Ry ,1), (6.4) 


因此 ,随机 过 程 (在 点 z 处 的 连续 性 与 相关 函数 RR (zi,z) 在 4,z, 处 的 连 
续 性 密切 相关 , 故 有 

定理 6.5 ( 均 方 连续 准则 )〉 二 阶 窍 过 程 {X (4),1E€ET} 在 zt 点 均 方 连续 的 充 
要 条 件 为 相关 函数 Rx 人 ,已 ) 在 点 ( 恐 处 连续 . 

证 必要 性 : 有 1.i.mX G+A=X(CG)，,， 则 由 定理 6.3 之 (6) 得 

limRx 【二 limE [7 
二 [各 状 二 有 2). 

充分 性 : 若 Ry (zi ,1,) 在 点 (1;7) 处 连续 , 令 (6.4) 式 的 一 0 取 极 限 即 可 得 
证 ,证 毕 . 

推论 。 若 相关 函数 Ry G 疙 ) 在 {Gi,ET} 上 连续 , 则 它 在 下 xx 下 上 连 





证 若 Ry Gd) 在 (dt 妆 ,ET) 上 连续 , 则 由 定理 6.5 知 X (在 个 上 
均 方 连续 , 故 
机 机 族人 X (Hl i nN (=X (9: 


再 由 定理 6.3 之 (6), 得 
lim Rx (s,1) = limE [X (s)X 0) 
sR Xe Re 
和 类 天 二 有 在 人 下文 了 上 上 连续 呈正 毕 ; 
定理 6.5 说 明 , 二 阶 矩 过 程 在 下 上 均 方 连续 性 与 它 
的 连续 性 每 价 ,而 相关 函数 在 Tx 荆 上 的 连续 性 又 每 价 
ET} 上 的 连续 性 . 
例 6.7 证 明 参 数 为 的 泊 松 过 程 {X (2),zt>>0} 是 均 方 连续 的 . 
证 ”由 泊 松 过 程 的 性 质 知 , X (在 (2 处 的 相关 函数 
Rx (1,71)=At+A 
是 1 的 连续 函数 . 故 由 定理 6.5 知 {X() ,zt>>0} 是 均 方 连续 的 . 
值得 注意 的 是 泊 松 过 程 几乎 所 有 的 样本 轨道 不 是 1 的 连续 函数 ,因此 随机 
过 程 的 均 方 连续 不 能 导致 样本 轨道 的 连续 . 


三 、 均 方 导 数 


定义 6.7 设 {XGD,zET)} 为 二 阶 窍 过 程 , 知 存 在 另 一 个 随机 过 程 X (7)， 


的 相关 函数 在 Tx 下 上 
于 它 在 对 角 线 {G4,17),1 











128 第 六 章 ”平稳 随机 过 程 








满足 
limE | 
则 称 X (在 z 点 均 方 可 微 , 记 作 
x y= dA mth -XE 
di 10 h 


并 称 X (CO 为 XGO 在 寺 点 的 均 方 导 数 . 知 X(C 在 人 上 每 一 点 上 均 方 可 微 , 则 
称 它 在 下 上 均 方 可 微 . 
类 似 地 , 若 随 机 过 程 {X “Gz),tET} 在 1 点 均 方 可 微 ; 则 称 久 (在 zt 点 二 
次 均 方 可 微 .X GD) 的 均 方 导数 记 为 
X” (2) 或 EX， 
di 


并 称 它 为 二 阶 窍 过 程 X (2) 的 二 阶 均 方 导数 . 同 理 可 定义 更 高 阶 均 方 导数 . 
为 了 叙述 均 方 可 微 准则 ,我 们 把 相关 函数 Ry Gz;z,) 的 如 下 极限 ( 若 存 在 ) : 
| 区 (RR | 
hr hh hh 











称 为 Rx (ti;t;) 在 点 (t,t,) 的 广义 二 阶 导 数 , 记 作 
9° Rx (ti ,1 和 
91191, 
定理 6.6 ( 均 方 可 微 准 则 ) ”二 阶 矩 过 程 {XX (2) ,t+E€ET} 在 zt 点 均 方 可 微 的 充 
要 条 件 为 相关 函数 Rx (4 ;z) 在 点 性;7) 的 广义 二 阶 导 数 存 在 . 


证 ”由 定理 6.4 知 , 久 (4) 在 1 点 均 方 可 微 的 充 要 条 件 为 
i ES 
0 h h, 
h 一 0 


存在 .将 上 式 展 开 得 


和 hh, hh, 


hl 
> >0 


上 式 极限 存在 的 充 要 条 件 为 Ry (7,z) 在 点 (4;7) 的 广义 二 阶 导 数 存在 ,证 毕 . 
推论 1 二 阶 矩 过 程 { 的 GET) 在 下 上 均 方 可 微 的 充 要 条 件 为 相关 函 
数 Rx (zj,z,) 在 {(z,z) ,tzET} 上 每 一 点 广义 二 阶 可 微 . 





(1) 
推论 2 若 Ry Gz;,z,) 在 {(z;,7) ,ftET} 上 每 一 点 广义 二 阶 可 微 ， 则 C2 全 


在 工 上 以 及 二 FRx Cis ta) Ry (1 1) 7 Rx (is) 住人 Xx 本 上 存在 ， 
且 有 
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(1) =ELX’ GD) ]; 


dmx Ci) qdELXCD)] 
dt | dt 





9 人 》 ) SEE Ar 
0) ED A 
9 ( 》 ) re A 
Gy i t, =F ELXG XW)]=ELX GING 
9g? 9 9” ?9 了 mA 
(4) 人 人 9 Rx lh t2) _E[x ik 

91191, 9¢1,9t) 


证 (1) 由 推论 1 知 X (存在 ,又 由 定理 6.3 之 G3), 有 
dmx (1)  dELXCD] 
dt | di 
EX CE hl CX 


h—0 h 


0 
h 


| 


证 h 








二 imE | 


= 下 |Li 
=ELX GD) ]. 
QQ) 由 定理 6.3 之 (6) ,有 


FRx (11 1) = FELX (XO)] 


a 2 Xl ee | 
_ i XU VT | 


ob 

其 余 各 式 类 似 可 证 ,证 毕 . 

推论 2 表明 数学 期 望 运算 与 求 导数 运算 可 以 交换 顺序 . 

此 外 , 均 方 导数 还 有 许多 类 似 于 普通 函数 导数 的 性 质 ,如 均 方 导数 惟一 性 ; 
X (GD) 均 方 可 微 , 则 它 均 方 连续 ; 任 一 随机 变量 X 2 ee 
[exX GD)+pYGD)] =aX 4)+bY GD ， 其 中 ap 为 常 妆 

例 6.8 设 {X(),1 宇 0} 是 参数 为 go? 的 布朗 运 2 

(1) X (CO 在 (0,co) 上 均 方 连续 ; 

Q) 对 VzL>0,X (CD 不 是 均 方 可 导 . 

证 Gd) 由 定理 2.3 知 {X 2) ,zt 宇 0} 的 相关 函数 

Rx (s;1) = 0 min(s, 1). 

故 对 Vt>0, Ry (t,t)=ot 是 上 的 连续 函数 ,由 定理 6.5 知 XGOD) 在 ,co) 上 均 


























130 第 六 章 ”平稳 随机 过 程 


Q) 对 Vt>0, 令 0<h <<h, ,考虑 极限 


Rx +h ;t+h,)— Rx (tt+hi,t) — Rx (ttt+h,) + Rx (t,t,) 
| hih, 


ro Vg ki 
有 . hih, 
故 Rx G(s; 在 (z,7z) 处 不 是 广义 二 次 可 微 ,由 定理 6.6 知 X() 在 zt 处 不 是 
均 方 可 微 . 
此 例 说 明 , 在 概率 1 的 意义 下 ,对 Vt>>0, 布 朗 运 动 X(2) 在 1 处 是 均 方 连 
续 , 但 不 是 均 方 可 微 . 


四 、 均 方 积分 


设 {X (4) ,ztET}) 为 二 阶 矩 过 程 , f() 为 普通 函数 ,其 中 人 栈 = [a,65j. 用 一 组 
分 点 将 工 划分 如 下 : 








a=t,<ti<*…<1,=0, 
记 max { (1, = 和 式 


= > A ts 
Eo ed 
定义 6.8 如 果 当 A, 一 0 时 , S, 均 方 收敛 于 S, 即 
Te 
称 为 f(z) XX CD) 在 区 间 [4,45] 上 均 方 可 只 , 并 记 为 
| FDX Dar= LimD) PO De (6.5) 


称 (6.5) 式 为 fG4)X() 在 区 间 [4,5] 上 的 均 方 积分 ， 
定理 6.7 ( 移 方 可 积 准 则 ) ”f/fG)X GQ) 在 区 间 [4,5jJ 上 均 方 可 积 的 充 要 条 件 
为 
, | Ff Rt td dt ds 


存在 .特别 地 , 二 阶 窍 过 程 X (2) 在 区 间 [a,65j] 上 均 方 可 积 的 充 要 条 件 为 
Rx (ti;z,) 在 [a,65jx [ep 上 可 积 . 

证 明 2 略 . 

定理 6.8 设 f()XC) 在 区 间 [La,6bj 上 均 方 可 积 , 则 有 
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b 0 
(DE | f XW dz |= | ffQ)ELX (4) dz 特别 有 


沁 | x War]= | EIX W ld: 





Q)E | | 
b 2 
= | 上 f (1) fC,) Ry (t,t,) dt dt,. 


pb 
特别 有 a X Cd 


证 4) 由 定理 6.3 之 5), 有 





2 0 0 
= | Rx (t,t,)dtidt,. 





E[| fF WX a]=El i > FEOX ED Gt 


A—>0 /7 
n 


= limE >, Xe 


= lim BS EL 


b 
=| f WELX CC) Jdr. 
类 似 地 由 定理 6.3 之 (6) 可 证 QQ) 式 ,证 毕 . 





| 


ol 


1) 
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定理 6.8 表明 ,车 f(z)X (CD) 均 方 可 积 , 则 数学 期 望 和 积分 两 种 运算 可 以 交 


换 顺 序 . 


均 方 积 分 有 类 似 于 普通 函数 积分 的 许多 性 质 ,如 X (2) 均 方 连 





可 积 ; 均 方 积分 惟一 性 ,对 于 <<c<2, 有 


全 0 
| Foxcodz= | AGOXCodt+ | f 2X (2 di; 


和 若 X(GD), YI 在 区 间 [Le ,op 上 均 方 连续 , 则 


0 
[aX (D+ BY Wdr=a| Xaire| Y (2) dz, 


其 中 a,B 为 常数 ,等 等 . 


定理 6.9 设 二 阶 矩 过 程 {X GD ,+1ET} 在 区 间 [4;,65] 上 均 方 连 


y (Y= | xcodr CR 


统 


和 要 , 则 它 均 方 


<， 则 


在 均 方 意义 下 存在 , 且 随 机 过 程 {Y ,zeET) 在 区 间 [e,oj 上 均 方 可 微 , 且 有 


Y (Ci ==X CD). 
证 明 略 . 
推论 设 X GD) 均 方 可 微 , 且 X (4) 均 方 连续 , 则 
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| a (6.0) 


bp 
特别 有 XCOD -XGO)= | CA 


(6.6) 式 即 相 当 于 普通 积分 中 的 牛顿 - 莱 布 尼 次 公 对 

例 6.9 设 {(XG),zET) 是 实 均 方 可 微 过 程 , 求 其 导数 过 CR (Fy 
1€T} 的 协 方 差 沙 数 By (s,7). 

解 ” 由 (6.6) 式 ,有 


Mx (1) — mx (a) = | mx (s) ds, 


dmx (1) 
dt 





一 Nyx (7) » 
所 以 
Bx G32) = ELX’ CG) — mye (Cs) LX GD — my CD 
=ELX’ (DX’ (2) 1- mx (Cs) mx (t) 
= Ry (5;1) — mx (5) mx (1) 


= 7 [Rx (5,7) — mx (s) mx (7) J 


= Bx (s, 1). 


$6.4 平稳 过 程 的 各 态 历 经 性 


平稳 随机 过 程 的 统计 特征 完全 由 其 前 二 阶 和 矩 函 数 确 定 . 我 们 知道 ,对 固定 的 
时 刻 ,均值 函数 和 协 方差 函数 是 随机 变量 X (zz) 的 取 值 在 样本 空间 Q 上 的 概 
率 平均 ,是 由 X (CD 的 分 布 函 数 确 定 ,通常 很 难 求 得 .实际 中 ,如果 我 们 已 经 得 到 
一 个 较 长 时 间 的 样本 记录 , 是否 可 由 此 获得 平稳 过 程 的 数字 特征 的 充分 依据 , 即 
按时 间 取 平均 来 代替 统计 平均 呢 ? 为 此 ,我 们 来 回顾 一 下 大 数 定 律 . 

设 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 {X, ,n=1,2,…}, 具 有 ELX,j]=m,D LX,] 
出 











limP | Ne m|< | 二 二 
让 > 蕊 为 随机 过 程 的 样本 函数 按 不 同时 刻 取 平均 , 它 随 样 本 不 同 而 变 ,是 个 


随机 变量 而 m=ELX, jj 是 随机 过 程 的 均值 , 即 任意 时 刻 的 过 程 取 值 的 统计 平 
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均 .大 数 定律 表明 ,随时 间 ?7 的 无 限 增长 ,随机 过 程 的 样本 疯 数 按时 间 平 均 以 越 
来 越 大 的 概率 近似 于 过 程 的 统计 平均 .也 就 是 说 ,上 只 要 观测 的 时 间 足 够 长 , 则 随 
机 过 程 的 每 个 样本 函数 都 能 够 “ 忆 历 "各 种 可 能 状态 . 随机 过 程 的 这 种 特性 即 谓 
遍历 性 或 埃 尔 古 德 性 ,或 叫 各 态 历经 性 . 

根据 随机 过 程 的 定义 知 ,对 于 每 一 个 固定 的 1:€ T,X(C) 为 一 个 随机 变量 ， 
ELX (2)]= mx (2) 即 为 统计 平均 ;对 于 每 一 个 固定 的 e€ 0Q,X(z) 即 为 普通 的 
时 间 函 数 , 夺 在 工 上 对 上 取 平 均 , 即 得 时 间 平 均 . 

定义 6.9 设 {XQ), 一 <<1< 00) 为 均 方 连 续 的 平稳 过 程 , 则 分 别称 





(X (1)) =1. i vig | X (1) dt, 


(KONE i tm 地 | XOKXCG- dr 


2T7T 
为 该 过 程 的 时 间 均 值 和 时 间 相 关 函 数 . 
定义 6.10 设 { 公 (0)，- co<z<co} 是 均 方 连续 的 平稳 过 程 , 大 人 (X (4)) 











]. i nm， X (di= mx (6.7) 
以 概率 1 成 立 , 则 称 ee 寸 程 的 均值 具有 各 态 历经 性 . 




















三 
Li i OR (6.8) 


以 概率 1 成 立 , 则 称 该 平稳 过 程 的 相关 函数 具有 各 态 历 经 性 . 

定义 6.11 如 果 均 方 连续 的 平稳 过 程 {X (CD,zET) 的 均值 和 相关 函数 都 
具有 各 人 态 历 经 性 , 则 称 该 平稳 过 程 为 具有 各 态 历 经 性 或 台历 性 . 

从 上 面 的 讨论 知 ,随机 过 程 的 时 间 平 均 是 对 给 定 的 e, 样 本 函数 对 上 的 积分 
值 再 取 平 均 , 显然 积分 值 依 赖 于 e, 故 一 般 地 , 随机 过 程 的 时 间 平 均 是 个 随机 变 
量 . 如果 XG) 是 各 态 历 经 过 程 , 则 (X (2)) 和 (人 XXXCG-r)) 不 再 依赖 e, 而 是 
以 概率 1 分 别 等 于 下 [XGOD)] 和 ELXGCDXG=-zr)]. 这 一 方面 表明 各 态 历经 过 
程 各 样本 函数 的 时 间 平 均 实际 上 可 以 认为 是 相同 的 ,于 是 对 随机 过 程 的 时 间 平 
均 也 可 以 由 样本 函数 的 时 间 平 均 来 表示 , 且 可 以 用 任 一 个 样本 函数 的 时 间 平 均 
代 蔡 随机 过 程 的 统计 平均 . 另 一 方面 也 表明 EL[X G4)j 和 EE[XG)XG 一 zj] 必 
定 与 t 无 关 , 即 各 态 历 经 过 程 必 是 平稳 过 程 .但 是 ,平稳 过 程 在 什么 条 件 下 才 具 
有 各 态 历 经 性 呢 ? 下 面 先 讨论 平稳 过 程 的 均值 具有 遍历 性 的 条 件 . 

定理 6.10 设 {X (4, 一 <<t1< oo} 是 均 方 连续 的 平稳 过 程 , 则 它 的 均值 
具有 各 态 历 经 性 的 充 要 条 件 为 
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1 27T > 
jim 闪 | 0- 未) [Rx -lmxl lar=0. (6.9) 


证 《X (7)) 是 随机 变量 , 先 求 它 的 均值 和 方差 得 


ELXGQ)]=E [am 二 | XCD)dz | 





J i 
故 随机 变量 (X (72)) 的 均值 为 常数 下 LX (2) ]= mx ,由 方差 的 性 质 知 , 若 能 证 明 
DL(X CD ]=0; 则 (X (2)) 以 概率 1 等 于 ELXG)j]. 所 以 要 证 明 义 (4) 的 均值 其 
有 各 态 历 经 性 等 价 于 证 DLX (2)) ]-=0. 由 于 
DL XC)) J=E[L| (XG))|]- |mx|’, (6.10) 


] 


上 Xz,) dt ,| Xd | 


1 于 
二 lim 二 二 | ELXGQ) jdz= mx; 
T 





而 


1 J 
Ell XGO = E[|5m 二 三 X CD)dz 





limE ls 








T = 
| | 已 LXGD)XCG Djdz dz 
Er 





T 下 

| | Rx (t, — 11) dt di,. 
区 

作 变 换 zt = 二 + r =z, 一 ;变换 的 雅 可 比 式 为 


Ot 
9 (ti, T,) 


在 上 述 变 换 下 ,将 正方 形 积分 域 G, 变 成 蓉 形 域 G, ,如 图 6.5 所 示 . 
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EL (X (0) 1]= limiA 起 ee te 


2T 2 了 一 1 rz2 | 
二 im | | 卫生。 Cr )dqridr， 
-2T 














T 4 三 Trizl 2 
-各 让 | Rx ee a 全 (6.1D) 
又 因为 二 | (0 
. mx = 站 | xb (1- du (6.12) 


将 (6.1]) 式 和 (C6.12) 式 代入 (6.10) 式 ,得 
DELX CD) 1]= jm 卉 | (1-3 a | a [Ry (7) — | mx|’ Jdr. (6.13) 
(6.13) 式 等 于 零 就 是 (X (4)) 以 概率 1 所 a ELX (2)]= mx 的 充 要 条 件 ,证 毕 . 
当 X (CD 为 实 均 方 连续 平稳 过 程 时 , Ry (7) 为 偶 函 数 , 过 程 X (的 均值 各 
态 历经 性 的 充 要 条 件 可 写成 


. 1 2 工 5 
lm 地 | (i [Ry (7 = mx ddr=0; (6.14) 


由 于 Bx (7) = Rx Cr) 一 | mx|, 故 充 要 条 件 (6.9) 式 等 价 于 


Le [| 四 
im 元 | (4 一 3)Bx (rydrt=0 





(6.14) 式 等 价 于 


人 | =| 
jim 地 | (i 3)Bx (dr=0, 


定理 6.11 设 {XX QQ), 一品 < 之 1 之 00) 为 均 方 连续 的 平稳 过 程 , 是 ELIXG)| 
<co, 则 其 相关 函数 具有 各 态 历经 性 的 充 要 条 件 为 








1 2°P |z, | ; 
lima7| (= en )— |Rx (| jdr =0， (6.15) 
其 中 
Bl(r)=E[XGQG XG- XG- TXG-rt-r)]. (6.16) 


证 ”对 于 固定 的 rz, 记 YGDI=XGDIXG-r)， 则 Y(CG) 为 均 方 连续 的 平稳 
过 程 , 且 
my=E[YG)]=E[XG)XG-7)]1= Rx C0), 
故 Rx (7) 的 各 态 历 经 性 相当 于 ELY (2) ] 的 各 态 历经 性 . 由 于 
Ry (tr)=E[LYG) YC- )] 
=E[XG)XG—-r XG—r) XG—r—r)] 
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= Br), 
故 根据 定理 6.10 知 定理 6.11 得 证 . 
由 于 实际 应 用 中 只 考虑 定义 在 0 过 上 < co 上 的 均 方 连续 的 平稳 过 程 , 故 定理 
6.10 和 定理 6.11 相应 地 可 以 写成 下 列 形式 . 
定理 6.12 ”对 于 均 方 连续 平稳 过 程 {X () ,0 委 z< co) ,等 式 








Li.m 示 | X (dt= mx 
以 概率 1 成 立 的 充 要 条 件 为 
[加 | 


Ia 二 | QF )By (Dar=0. 


在 X (DO 为 实 平稳 过 程 , 则 上 陈 变 为 


kd 1- 不 )Bx (dr=0. 


定理 6.13 对 于 均 方 连续 平稳 过 程 {X 4) ,0 过 1 之 0), 若 EIXGQ)|'<%， 
则 等 式 


1. jim 本 | XKXG- dr= Ry Cr) 


以 概率 1 成 立 的 充 要 条 件 为 
jm 地 | Lie ee 2 Ree) de 0 


其 中 B (x) 与 (6.16) 式 相同 . 
若 X (CD 为 实 平稳 过 程 , 则 上 式 变 为 


lim 才 2 | is [B (zr,) — RY (7) Jdr, =0. 





RT 

例 6.10 考虑 例 6.3 的 随机 电报 信号 过 程 Y (7) 的 均值 的 各 态 历 经 性 . 
为 它 十 实 于 和 过 各 HELY(G1=0.Ry (Ey 

lm 于 | (= 元 ”一 0)dr=0. 

(6.14) 式 成 立 , 所 以 Y (是 均值 具有 各 态 历 经 性 的 平稳 过 程 . 

例 6.11 设 有 随机 相位 过 程 X(C) = acos (wt+ 8),a;w 为 常数 ,8 为 (0， 
2r) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 . 问 X (2) 是 否 为 各 态 历经 过 程 . 

解 ” 因 为 








EIXC]= | acos (wt + 0 元 d0=0， 
0 A 
Rx (t,t—7)= Elacos(lwt+ OH)acos lwt— wr +O)] 


2 2 
= | TCOs (wt + 0)cos (wt — wr + 0)d0 
0 
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= cos (wr) = Ry (Cr)， 


1 T 
而 《X (2))=1. i im | acos (wt + O) dt 


2 
二 a sin(wT+O)— sin(- wT+0O)_ ,0 
2 
故 有 (X 0)) = ELXGQ)]. 
又 因为 
了 
(X (XG 7 =1.i. m7 1 jv a’ cos (wt + O) cos wt — wr + O)dt 
re 
Cy ee )] 
一 | mm 条 3 二 |Lcos wr) 二 cosCQor 一 or+20) jd 
= 本 cos (or) ， 
故 (X C(I)X (T= Ry Cr). 








过 程 X (的 均值 和 相关 函数 都 具有 各 态 历经 性 ,所 以 随机 相位 过 程 是 各 态 历 
经 的 . 

例 6.12 讨论 随机 过 程 X(z) =Y 的 各 态 历经 性 ,其 中 Y 是 方差 不 为 零 的 
随机 变量 . 

解 ” 昂 知 X() = Y 是 平稳 过 程 ,事实 上 

EL[LXGQ)j]=ELYj= mx (常数 )， 
Ry (tt—7)=ELY j=DLYJ+m* (SS 无关 )， 

但 此 过 程 不 具有 各 态 历 经 性 , 因为 


1 T 
(X (1)) =1. 汪 im Ydt=Y 


Y 非常 数 ,不 每 于 ELX G2) J. 所 以 XG)=Y 的 均值 不 具有 各 态 历 经 性 . 

类 似 可 证 其 相关 函数 也 不 具有 各 态 历 经 性 . 

实际 问题 中 ,要 严格 验证 平稳 过 程 是 否 满足 各 态 历 经 条 件 是 比较 困难 的 .但 
各 态 历 经 性 定理 的 条 件 较 宽 ,工程 中 所 遇 到 的 平稳 ee E 满 足 . 

各 态 历 经 定理 的 重要 意义 在 于 它 从 理论 上 给 出 如 下 的 结论 :一 个 实 平稳 过 
程 , 如 果 它 是 各 态 历 经 的 , 则 可 用 任意 一 个 样本 冰 So 
统计 平均 , 即 


下 | 
We =Li.m 示 | pe (DD =im 计 | de 


若 样 本 函数 x (z) 只 在 有 限 区 间 [0, 本 J 上 给 出 , 则 对 于 实 平 稳 过 程 有 下 列 估计 
式 : 
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| 汪 
mx~mx= 示 | x (1) di, (6.17) 
a 1 了 - 
Ry (tT) Rx (z) = 下 三 志 | 9 (1) x (z 十 z)dz. (6 . 18) 


(6.18) 式 取 积分 区 间 [0, 丁 -zj, 是 因为 x (+) 只 对 t+ zt 志 本 为 已 知 , 即 0 过 
A 

实际 计算 中 ,一 般 不 可 能 给 出 x () 的 表达 式 , 通常 采用 模拟 方法 或 数字 方 
法 来 测量 或 计算 (6.17) 式 和 (6.18) 式 的 估计 和 值 .现在 扼要 地 介绍 如 下 : 

Gd) 模拟 相关 分 析 仪 

这 种 仪器 的 功能 是 当 输 入 样本 函数 时 ,在 X-Y 记 录 仪 上 能 自动 描绘 出 自 
相关 函数 曲线 . 它 的 框图 如 图 6.6 所 示 . 





xX(D) XDx(t-7) 





积分 平均 
电路 





对 于 时 间 连 续 变 化 的 信号 X (2) 进行 数字 处 理 时 ,必须 先 对 信号 离散 取 值 
(也 称 采 样 ) .一 般 是 每 隔 定 长 的 时 间 Azt 后 ,对 X (z) 进 行 测量 , 从 而 获得 X (7) 
在 =kAtC&=0,1,…) 的 一 系列 数值 x = x (At) (k=0,1,…), 如 图 6.7 所 
示 . 但 是 ,Az 取 多 长 进行 采样 呢 ? 一 般 地 ,采样 的 时 间 间 隔 的 选择 是 这 样 的 : 对 
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于 非 随 机 的 确定 信号 x (2), 当 x 的 傅 氏 变换 下 (ww) 只 在 频率 域 |w| 三 w. 上 不 
等 于 0, 其 它 频 率 上 均 为 0, 则 按 采 样 定理 ,应 取 采 样 时 间 间 隔 Az 不 超过 区 间 x/ 
w，, 即 当 Az<xjw. 时 ,理论 上 可 以 证 明 由 采样 值 {z AD ,&=0,1,…} 惟 一 地 确 
定 信号 x (7) .对 于 平稳 过 程 ,也 有 类 似 的 结论 
定理 6.14 设 有 确定 信号 x ,Fo) 是 它 的 傅 氏 变换 , 若 
Flw)=0,|w|>w,, 


则 x (2) 能 由 它 在 相等 时 间 间 隔 Az = 一 上 的 采样 值 x (kAz) 完 全 惟一 地 复原 , 且 





ee sin[Lw, (¢ — kAZ)] 
六 (党 > x (kAL) Ce 
定理 6.15 对 于 均 方 连续 平稳 过 4 程 (XGO sze T), 若 它 的 谱 函 数 下 (6) 江 
足 
dF (w) 三 0， |w| >w,， 
若 取 A: 可 惟一 地 复原 , 且 





sin[w (+ — kAZ)] 


X (tr) = > X (kAL) Ce 


R= -oo 


Q) 数字 方法 
如 图 6.7 所 示 , 将 区 间 [0,T] 等 分 为 N 个 长 度 为 At= 计 的 小 区 间 ,然后 在 


时 刻 = (一 方 ]At (k=1,2,…，N) ,对 X(CD) 取 样 ,得 N 个 测量 值 zx = (4) 





(二 1;,2,…,N) .再 将 666.11) 式 和 (6.12) 式 的 积分 用 近似 和 式 代 替 , 即 得 近似 
数字 估计 式 





- 本 fe 
Nx 二 去 Z (di 二 AL = 一 2 
X ‘FE 人 k 六 之 k 
1 了 一 
Rs J et 
0 
N-r N-r 
~ 了- ey A TARE+ r 
r kl 


(Cr =rAt,r=0,1,", mm, m<N). 


这 个 估计 式 算 出 相关 函数 的 一 系列 近似 值 ,就 可 以 作出 相关 函数 的 近似 图 形 ,如 
图 6.8 所 示 . 
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Ry(T) 





习 题 六 














6.1 设 有 随机 过 程 Xi =cosCot+ OB), 其 中 ww>0 为 常数 ,9 是 在 区 间 (0,2x) 上 服从 
均匀 分 布 的 随机 变量 . 问 XX(z) 是 否 为 平稳 过 程 . 
6.2 设 有 随机 过 程 X(z) = Acos (xt), 其 中 A 是 均值 为 零 , 方 差 为 o2 的 正 态 随机 变量 . 











Wl 








(1) XGD 和 XI4) 的 概率 密度 ; 
(2) X (Ci 是 和 否 为 平稳 过 程 . 
6.3 设 有 随机 过 程 XG()= Acos(Cot+ @) ,其 中 人 是 服从 瑞 利 分 布 的 随机 变量 ,其 概率 

















[2 = | a>0, 
fla)= 20 
四 是 在 (0,2x) 上 服从 均匀 分 布 且 与 A 相互 独立 的 随机 变量 , wo 为 常数 . 问 XX() 是 否 为 平稳 
过 程 (提示: 若 久 与 了 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 , /(x) 和 g(y) 是 连续 函数 , 则 /(X) 和 
g( 了 让 也 是 相互 独立 的 随机 变量 ). 
6.4 设 有 随机 过 程 X(z)= f(t+ 8B), 其 中 Fz) 是 周期 为 下 的 实 值 连续 函数 ,9 是 在 
(0, 全 J] 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 ,证 明 XX(7) 是 平稳 过 程 并 求 相关 函数 Rx (7). 
6.5 设 义 (1) 和 YC) 为 平稳 过 程 ,有 旦 相互 独 立 . 求 ZC2)= X(t)YC2) 的 相关 函数 ,Z (7) 
是 否 为 平稳 过 程 . 
6.6 设 义 (2) 为 实 平 稳 过 程 , 若 存 在 全 >0, Rx (7T) = Rx (0), 试 证 
(1) 它 以 概率 1 对 所 有 t 有 六 (t+ 了 =X 成 立 ; 
(2) 对 所 有 t+, 有 Rx (r+ T)= Rx (7), 即 随机 过 程 的 相关 函数 是 具有 周期 本 的 周期 函 
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6.7 设 随 机 过 程 X (2) 是 二 阶 矩 过 程 ,; 即 E[| XC()1*]< ,均值 E[X(2)]=at+l, 协 
方差 B (it =e 21. 令 六 (Y= 对 (+1) 一 久 (7), 则 YY(4) 为 平稳 过 程 . 求 它 的 均 介 
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和 相关 函数 . 

6.8 ” 设 义 (2) 是 雷达 的 发 射 信号 , 遇 到 目标 后 返回 接收 机 的 微弱 信号 为 aX (1 一 51),a 
1, zi 是 信号 返回 时 间 . 由 于 接收 到 的 信号 伴 有 了 噪声, 记 噪 声 为 N (7), 故 接收 到 的 全 信号 为 
Y(2 =aX(t-t)+N(). 

Gd) 若 入 (tz) 和 Y(7) 是 单独 且 联 合 平稳 过 程 , 求 互 相关 函数 Rxy (7) 

(2) 在 人 G) 的 条 件 下 ,假定 NGC 的 均值 为 零 , 且 与 X(Cb 是 相互 独立 的 , 求 Rev C7). 

6.9 设 (X2=0,+1l, 圭 2,…} 是 具有 零 均 值 ,方差 为 1 的 独立 同 分 布 的 随机 序列 , 令 

















































































































CI 人 (2=0, 土 1, 土 2,…), 其 中 a 为 常数 . 试 证 {Y,,n=0， i +2,…} 是 平稳 


程 . 

6.10 设 {NGQ),i1 宇 0} 为 泊 松 过 程 , 令 久 ( =NG+L)- NGQ),; 其 中 工 为 正常 数 .车 
N (2) 表 示 某 事件 在 区 间 (0,zj 内 发 生 的 次 数 , 则 X(i 表 示 该 事件 在 起 点 为 zt, 长 为 工 的 区 间 
内 发 生 的 次 数 . 求 随机 过 程 XG) 的 均值 和 协 方差 函数 . 


E 





























6. 


IE 














1 设 {X(),t 宇 0} 为 维 纳 过 程 , 令 a 久 Co)ds; 试 判别 {Y (2) ,zt 宇 0} 是 否 为 
J0 
平稳 过 程 . 
6.12 设 叉 (4) 和 Y(1) 是 具有 均值 为 零 \. 方 差分 别 为 o% =5,0o%=10 的 两 个 平稳 过 程 ， 
昌 它 们 是 联合 平稳 的 , 试 说 明 下 列 孙 数 是 否 为 相关 函数 ,为 什么 ? 
























































(1) Ry (Cr) =6e 和 CC) Rx (7T) = 5sin (Sr); 
(3) Ryy (tT) =9(1+27) !; (4) Ry (7) = -ee I'lcos (67); 
(5) Ry (rn =5 i 人 





6.13” 设 正 态 随 机 过 程 具 有 均值 为 零 ,相关 函数 为 Rx (zr) = 6e “2 , 求 给 定 上 时 随机 变 
量 XCGD,XC+1),XGE+2) 和 XG+3) 的 协 方差 矩阵 . 

6.14 试 证 随机 过 程 X(zD) = Ucos (Mi) + Vsin CA) (- co<z<co) 是 平稳 过 程 的 充 要 条 
件 为 上 和 V 是 具有 零 均值 ,相同 方差 的 互 不 相关 的 随机 2 

6.15 设 随 机 过 程 Xi = acos(wt+ O) 和 YY(GD) = bsin (wt + pg) 是 单独 且 联 合 平稳 随机 
过 程 ,其 中 a,6b;w 为 常数 ,gg 是 在 (0,xn) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 . 求 Rxy (rz 和民 wx (zt 
6.16 设 随 机 过 程 Xi Y(z) 都 不 是 平稳 的 , 朋 X(t)= A (lt)cos tft, Y(t)=B(t)sint, 
其 中 A (1) 和 B() 是 均值 为 零 的 相互 独立 的 平稳 过 程 ,它们 有 相同 的 相关 函数 .求证 Z (7) = 
X(CD + Y(z) 是 平稳 过 程 . 

6.17 验证 复 随机 过 程 Z(z) = exp[iCwot+ 9) ] 的 平稳 性 .其 中 gp 是 在 (0,2r) 上 均匀 分 
布 的 随机 变量 , wo 为 常数 . 

6.18 设 X( 人 ,XI CD 和 了 到 (D 都 是 零 均 值 实 随机 过 程 , 定 义 复 随 机 过 程 

Zi1 (1) =XICD TiY CD (CD = X, (1) +iY, (1), 

求 下 列 情况 下 的 Zi (7) 与 Z, (2) 的 相关 函数 : 

(1) 所 有 实 随 机 过 程 是 相关 的 ; 

CC) 所 有 实 随 机 过 程 互 不 相关 . 
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at+T 
6.19 设 久 (1) 是 具有 相关 函数 为 Ry (7) 的 平稳 过 程 , 令 Y= | X(CD)dti, 其 中 下 >0， 





六 
a 是 实数 . 试 证 E[| Y|?]= | CN 
和 


6.20 设 和 (CO 为 平稳 过 程 , Y(G) = 和 (CDcos Coot+ BD), WO)= X(t)cosL (ww + wi)t+ BB] 
wo WwW1 为 常数 ,是 在 (0,2x) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 . 试 证 W(z) + YG) 是 非 平稳 过 程 . 

6.21 设 有 随机 过 程 X (2) = Asin (Xt) + Beos (X71) ,其 中 A,B 是 均值 为 零 . 方 差 为 of 的 
相互 独立 的 正 态 随机 变量 .试问 

(1) XX(7) 的 均值 是 否 各 态 历 经 的 ? 

(2) X(b 的 均 方 值 E[X(z) 了 了 是否 各 态 历经 的 ? 

G) 车 A= -V2csin @,B=V2ccos G@,G@ 是 (0,2r) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变 遇 
ELX(z)] 了 是 否 各 态 历经 的 ? 

6.22 试验 证 第 6.4 题 的 随机 相位 过 程 X(z) = f(t1+ 昌 ) 是 各 态 历 经 的 . 
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平稳 过 程 {X (4) ,zi€ T) 的 相关 函数 Rx Cr) 在 时 间 域 上 描述 过 程 的 统计 特 
征 ; 为 描述 平稳 过 程 在 频 域 上 的 统计 特征 ,需要 引进 谱 密 度 的 概念 .本 章 主 要 讨 
论 平稳 过 程 的 谱 密度 及 相关 阔 数 Rx (rc) 的 谱 分 析 . 











$7.1 平稳 过 程 的 谱 密 度 











密度 的 概念 在 平稳 过 ee 
和 当面 政 的 向 让 叶 交 多 它 的 物理 意义 是 功率 谱 
ne .能 讲 密 度 的 概念 . 


设 x (1) 绝 对 可 积 , 即 | [x (1dr<%; 则 x (7) 的 傅 里 叶 变 换 ( 傅 氏 变 

换 ) 存 在 ,或 者 说 x (zt) 具有 频谱 

六 三 | ee a CS 
一 般 地 , FF, (w) 是 复 值 函 数 , 有 

Re | pe 0 oe 

下 , (w) 的 傅 氏 反 变 换 为 

z= 去 | 二 i 
利用 .1) 式 和 (9.2) 式 ,可 得 

‘ A | CD) 元 | Fynd 











= 去 | ， en I we 
= 云 | ， Co 


了 
故 人 训 OOd= 云 | 2 (7.3) 
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0.3) 式 称 为 帕 塞 瓦尔 公式 . 若 把 x (z) 看 作 是 通过 1 9 电阻 上 的 电流 或 电 
压 , 则 左边 的 积分 表示 消耗 在 19 电阻 上 的 总 能 量 , 故 右边 的 被 积 函 数 
下 wo) 上 相应 地 称 为 能 谱 密度 . 帕 塞 瓦尔 公式 即 可 看 作 总 能 量 的 谱 表 示 式 . 

实际 问题 中 ,大 多 数 时 间 函 数 的 总 能 量 都 是 无 限 的 ,因而 不 能 满足 传 氏 变换 
条 件 . 为 此 我 们 考虑 平均 功率 及 功率 密度 . 

作 一 截 尾 函 数 








村 的 二 工 ， 
| 人 

0， |z|> 工 ， 
因为 zr (有 限 ,其 傅 氏 变换 存在 ,于 是 有 


大 
FF, (w, T)= | xr lt)e “dt= | Xr Ce “di, 
_% - 工 
F, (w,， 了) 的 傅 氏 反 变 换 为 
总 GO= 云 | i 
根据 9.3) 式 的 由 内 瓦尔 公式 ,有 





co 极 co 
| 二 COdt= | 2 Cdz= 云 | a 
二 下 NR) 
1 Fe ee 1 2 
故 limiF| > C2) dz Ji oR 
1 


1 有 
= 云 | _ | ed 


显然 ,上 式 左边 可 以 看 作 是 x (2) 消耗 在 1 0 电阻 上 的 平均 功率 , 相应 地 , 称 右边 
的 被 积 函 数 
jim 冯 |F, Cos TD 
为 功率 密度 ， 
以 上 讨论 的 是 普通 时 间 函 数 的 频谱 分 析 , 对 于 随机 过 程 {(X (z)， 
-co<i<co} 可 以 作 类 似 的 分 析 . 
设 X (CD) 是 均 方 连续 随机 过 程 , 作 截 尾随 机 过 程 





X (CD， |z| 志 TT, 
Xr £) = 
0， | 
因为 Xi (4) 均 方 可 积 , 故 存在 侍 氏 变换 
oo 7 
F ,T=| Xr We “dt= | Xe ar. (7.4) 
0 2 





利用 帕 塞 瓦尔 公式 及 传 氏 反 变换 ,可 得 


下 x War= | x Cd= 云 | oe 
三 过 于 =T 27x _ oo < . 
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因为 XX (2) 是 随机 过 程 , 故 上 式 两 边 都 是 随机 变量 ,要求 取 平 均值 .这 时 不 仅 要 
对 时 间 区 间 [- 械 , 人工 ] 取 平均 ,还 要 求 概率 意义 下 的 统计 平均 ,于 是 有 


二 | S| 去 | El 丫 Bo 


limE | lim ~ 下 


了 一 
= 去 | limE [| Fx (ws TD) Jdo. .5) 


上 了 式 就 是 随机 过 程 X (2) 的 平均 功率 和 功率 密度 关系 的 表达 式 . 于 是 有 
定义 7.1 设 { 人 (GD)，- co<zi<co)} 为 均 方 连续 随机 过 程 , 称 





下 
= = limE[ 才 | ， Xx (dz | 9.0) 
为 X (的 平均 功率 . 称 
sx (0) = lim FE [| Fx Cw, TD] G7 


为 X (GD) 的 功率 谱 密度 ,简称 谱 密 度 . 
当 X (是 均 方 连续 平稳 过 程 时 ,由 于 LX? (z) jj 是 与 1 无关 的 常数 ,利用 
均 方 积分 性 质 可 以 将 (7.6) 式 化 简 得 


了 
= lim 5 展 Ely wl pL eR 7) (7.8) 


由 .8) 式 和 G7.5) 式 看 出 ,平稳 过 程 的 平均 功率 等 于 该 过 程 的 均 方 值 ,或 等 于 它 
的 谱 密度 在 频 域 上 的 积分 , 即 


少 = 元 | ep (7.9) 


.9) 式 是 平稳 过 程 X (2) 的 平均 功率 的 频谱 展开 式 , sx Co) 描述 了 各 种 频率 成 
分 所 具有 的 能 量 大 小 . 

例 7.1 设 有 随机 过 程 X (CD) = acos (wjt+ 9B),a;w 为 常数 ,在 下 列 情 况 
下 , 求 X (oO 的 平均 功率 : 

Gd) 9 是 在 (0,2r) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 ; 

Q) 9 是 在 0,x/2) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 . 


解 4) 此 时 随机 过 程 X (zz) 是 平稳 过 程 , 且 相关 函数 Ry (rz) = Soos (on 7) . 


于 是 由 .8) 式 得 X (7) 的 平均 功率 为 
vy .Rx 0Q = /2 








Q) 因为 
ELxX’ () = Ela’cos (wt+ 0O)] 
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2 名 
=E|S + $co0s Qo t+20) | 


a va [™ 2 

| cos Qwot +20)=d0 
0 

a a’ 

7 in wot), 





故此 时 X (2) 是非 平稳 过 程 .由 09.6) 式 得 久 () 的 平均 功率 为 
=Jim 直 | EDe (Jd 





Ee Re Es 0@ ) ]a 2 站 、 
ime) a er 


以 上 讨论 了 平稳 过 程 的 谱 密度 ,对 于 平稳 随机 序列 的 谱 分 析 , 我 们 类 似 地 给 
出 以 下 结果 . 
设 {X 22=0, 土 1, 土 2,…)} 为 平稳 随机 序列 ,均值 为 零 . 若 r 只 取 离 散 值 ， 





且 相关 函数 Ru (z) 满 足 3 |Ry Go)1<oo. 当 中 在 [- xz] 上 取 值 时 ,车 


了 2 三 一 oo 


Sx (w) = > Rx (ne ™ (7.10) 


oo 


绝对 一 致 收 化, 则 s。(w) 是 [zxJ 上 的 连续 函数 , 且 对 上 式 取 绝 对 值 再 积分 ,有 





| sldes 3 RW | le ”ldo<o， 


故 | st 8gs 在 ,于 是 1 人 起 是 议 


Ry (n) = 云 | sx (we™ dw (三 0 十 1, 土 2，…) .11) 
为 傅 氏 系数 的 sx (wo) 的 傅 氏 级 数 ， 
定义 7.2 设 {X,,n=0, 圭 1, 土 2,…} 是 平稳 随机 序列 , 若 相 关 函 数 满足 
S|Rx Co)1< oo, 则 称 


5 


sx (w) = >3 Ry Ge ™ (xvu<n) 


了 2 三 一 oo 


为 {XN=07 生 Ty 生 272} 的 谱 密 度 ， 
.10) 式 与 9.11) 式 给 出 了 平稳 随机 序列 的 相关 函数 与 谱 密 度 之 间 的 关 
系 . 


S$ 7.2 谱 密 度 的 性 质 


对 于 平稳 过 程 X (z) 的 统计 规律 描述 , 第 六 章 是 从 时 域 角度 对 相关 函数 
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Rx (r) 进 行 讨论 , 而 在 $7.1 中 则 从 频 域 的 角度 对 谱 密 上 度 进行 讨论 . Rx Cr) 和 
sx (wo) 都 是 平稳 过 程 X (的 特性 ,它们 必定 存在 茶 种 关系 .对 于 平稳 随机 序列 ， 
定义 7.2 中 已 给 出 了 它们 的 关系 .下 面 讨 论 平稳 过 程 的 情形 . 

设 { 人 (0)，-co<z<co) 是 均 方 连续 平稳 过 程 , Rx (7) 为 它 的 相关 函数 ， 
sx (wo) 为 它 的 功率 谱 密度 .sx (w) 具有 下 列 性 质 : 


GD 若 | [Rdz<eo, 则 sy Co) 是 R CCz) 的 傅 氏 变换 , 即 








Sx (wW) = i Rx (re “drz. (7 .12) 
证 将 .4) 式 代入 .7) 式 得 
sx (wW) = lim FE [| x wea 
1CS 
=57E | ,XDe a Xe ds | 


T T 


es | XXXGTe "dds| 


T 
Se | E[XG)X(G) le :drds 
T 


Wl .13) 





遇 于 








T 了 

| X Ce “dt 
二 

T 


二 Ry GE 一 Je we dids， 





仿照 第 六 章 定 理 6.10 0 ,可 得 








Eel] XWewdl |= (Re We wdr, 
于 和 是 有 
Sx (w) = jm| (4 本 (tr)e dr. 
今 
a (Re [rl<27T, 
0， el 


显然 lim Rx (tr;，T) = Ry (Tz), 故 
2T 
Sx (wW) = lim| (4 = Dal (rt)e “dr 
T>%J _ TT 


二 lim| Rx (tr, TD)e “drt 
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二 | lim Rx (tr, T)e “dt 


= | Rx (re “dr 
证 毕 ， 


对 .12) 式 作 健 氏 反 变换 得 
Rx (7) = 元 | sx (we” dw. (7.14) 
(9.12) 式 与 9.14) 式 说 明了 平稳 过 程 的 相关 函数 与 谱 密 度 之 间 构 成 一 对 傅 氏 变 
换 ,在 0.14) 式 中 令 c=0, 得 平均 功率 地 | sx (w)dw= Rx (0), 只 有 当 它 有 限 


时 , 7 .14) 式 才 成 立 . 
当 X (为 实 平稳 过 程 时 , 则 





sx Cw) =2| Rx (tT) cos (wr) dt, Rx (7) = 一 | Sx CW) cos (wr) dw. 
事实 上 ,因为 Rx (zt) 是 俩 函数 , 故 


Sx (Ww) = | Rx te dz 


三 | Rx (7) Leos (or) — i sin (wr) Jar=2| Rx (tT) cos (wr) dT. 
同 理 因 为 sx (w) 是 w 的 个 函数 ( 见 Q)), 故 有 
Ry (7) = 一 | Sx (WwW) cos Cwr) dw. 
O) sx (o) 是 w 的 实 的 、 非 负 偶 函数 . 
证 ”因为 是 w 的 实 的 非 负 偶 函数 , 故 其 均值 当 TT 一 % 
时 的 极限 ,也 必然 是 w 的 实 的 、 非 钠 侦 函数 ,由 .13) 式 知 2) 得 证 . 
G) 当 sx (w) 是 w 的 有 理 函 数 时 , 其 形式 必 为 


CO +a, 0 
i b,, sw 十 。… 十 bo 
其 中 4a ;;05m_; (i 二 0;2,…;24;j7 二 2;4，…,21) 为 常数 ,上 且 ai >0,m>n, 分 

母 无 实 根 . 

证 根据 Q) 及 平均 功率 有 限 即 可 证 明 . 

有 理 谱 密 度 是 常用 的 一 类 功率 谱 . 在 工程 中 , 由 于 只 在 正 的 频率 范围 内 进行 
测量 ,根据 平稳 过 程 的 谱 密 度 sx (wo) 是 偶 函 数 的 性 质 , 因而 可 将 负 的 频率 范围 内 
的 值 折算 到 正 频率 范围 内 ,得 到 所 谓 “ 单 边 功率 谱 ”. 单 边 功率 谱 Gv (ow) 定义 为 





Ea 关 
| X(t)e “dr 
和 





本 


Sx (0w) = 


EL 











§7.2 谱 密 度 的 性 质 149 





| X CD)e- ge | w 主 0， 


vad =)2 jm TE| 
lo, w<0. 
它 与 sx (w) 有 如 下 关系 : 
f2sx (0w),， w 宇 0， 
Gx (w) 三 1 
[0， w<0. 
相应 地 ,sx (w) 可 称 为 “双边 谱 ”. 它 们 图 形 关 系 如 图 7.1 所 示 . 








例 7.2 已 知 平稳 过 程 的 相关 函数 为 Ry (r) =e“ ”cos (wT), 其 中 a >>0， 
wo 为 常数 . 求 谱 密 度 Sx (0w). 


解 sx (w)=2 | e “cos (wu rz)cos wr) dr 


二 | 。 gr [cos (wo w) T+ COS (wo 一 w) rjdr 


化 GE a 
a + (wo to at wow) 


例 7.3 已 知 平稳 过 程 的 谱 密度 sx (wo) = 了 [yz, 求 相关 函数 Rx (r) 
及 平均 功率 几 ， 








_Aa’ oo ie 
解 Rx (7) | i Jo 
_Aa 加 
簿 2 已 后 王 在 Z= ci 处 的 贸 数 | 
本 cr-ealzl ， 
2 元 


人 人 


例 7.4( 白 噪声 序列 的 功率 谱 密 度 ) 设 {X ,7 =0,+1l, 圭 2,…} 是 具有 零 
均值 的 平稳 随机 序列 , 且 





人 一 0， 
让 ) -| 
0 0; 0, 
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波 
攻 
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因为 >，|Rx () | 之 0, 故 由 9.10) 式 得 


1 二 一 oo 


so)= >, Rie =o (-x<w<n. 


= 


例 7.5 设 平稳 随机 序列 的 谱 密度 为 


sx (wW) = 


|1— 
求 相关 函数 R、 (n). 
解 ” 由 .11) 式 得 


1 171w@ 
ee = 去 | Se 


1 

i FE “dw 
=- 押 | a 
2 这 1 一 2ocos w+ op 2pcos ww 十 gO 

2 

= (n=0, Ta *). 
1l-9 


下 面 列 出 几 个 常见 的 平稳 过 程 的 相关 函数 Ry (z) 及 相应 的 谱 密 度 sx (w) 


于 表 7.1 
表 7.1 











Ol2x/T Ww 


4osin2 (wT/2) 
Tw” 


Sx (0w) 一 
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Rx (7) 





Rx (tr) = e “I'l cos (on z) 


Noo 
Tt 
0O T 








R i woT 
nT 
2x 
oO T 他 OW 
Rx (zT) = 1 Sx (0w) Ee 2r6 (w) 
a 
T 

Ry (Tt) = acos (wo Tt) sx (WwW) =arxld w+ wo) +lw— wo) 





02 
0O T 


2 
Ry (rt)=0oe " 
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$7.3 罕 带 过 程 及 白 噪 声 过 程 的 功率 谐 密度 


一 般 地 ,信号 的 频谱 是 可 以 分 布 在 整个 频率 轴 上 的 , 即 - ce<w<ecoe. 但 是 
在 实际 应 用 中 ,人 们 关心 的 是 这 样 一 些 信 号 ,它们 的 频率 谱 的 主要 成 分 集中 于 频 
率 的 茶 个 范围 之 内 , 而 在 此 范围 之 外 的 信号 频率 分 量 很 小 ,可 以 忽略 不 计 . 当 一 
个 随机 过 程 的 谱 密 度 为 图 7.2 所 求 的 形式 时 , 即 谱 密 度 限 制 在 很 罕 的 一 段 频率 
范围 内 , 则 称 该 过 程 为 窒 带 随机 过 程 . 














So) Rx) 





例 7.6 已 知 如 图 7.2 所 示 的 罕 带 平稳 过 程 的 谱 密 度 sx Cow) . 求 该 过 程 的 
均 方 值 及 相关 函数 . 
解 XC) 的 均 方 值 为 
2 1 rr 
E[X G]=RxO= 云 | 0 


Co 


1 r” 1 
a Sodw 二 元 5 (ww, — wi). 


相关 函数 为 
Rx (7) = 一 | sx (w) cos (wt) dw = 一 加 so Cos (wr) dw 


21 


A (Cw, tT) 一 sin (wi tT)) 
NT 


2 区 5 2 ) TSIN 区 5 2 


TT 
如 果 一 个 随机 过 程 的 谱 密度 的 值 不 变 , 且 其 频带 延伸 到 整个 频率 轴 上 , 则 称 
该 频谱 为 白 噪 声 频谱 .相应 的 白 噪 声 过 程 定义 如 下 . 
定义 7.3 设 {X(), 一品 < 之 1<o0}) 为 实 值 平稳 过 程 , 若 它 的 均值 为 零 , 量 
谱 密 度 在 所 有 频率 范围 内 为 非 零 的 常数 , 即 sy (w) = N, (- co<w<co), 则 称 
X (2) 为 白 噪声 过 程 . 
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由 于 白 噪声 过 程 有 类 似 于 白光 的 性 质 , 其 能 量 谱 在 各 种 频率 上 均匀 分 布 , 故 
有 “ 白 ” 噪 声 之 称 . 又 由 于 它 的 主要 统计 特性 不 随时 间 推 移 而 改变 , 故 它 是 平稳 过 
程 .但 是 它 的 相关 函数 在 通常 的 意义 下 的 傅 氏 有 反 变 换 不 存在 ,所 以 ,为 了 对 白 品 
声 过 程 进行 频谱 分 析 , 下 面 引进 6 函数 的 傅 氏 变换 概念 . 

具有 下 列 性 质 的 函数 称 为 6 函数 : 

wD 30)= {0 J 


co0,， T=0; 








QQ) | 6 (rT dzr=1. 
6 函数 有 一 个 非常 重要 的 运算 性 质 , 即 对 任何 连续 函数 f(x), 有 





上 pA oe .15) 
或 FV De 
由 GQ.15) 式 知 ,6 函数 的 傅 氏 变换 为 
. Se de | 0.16) 
因此 , 由 傅 氏 反 变 换 , 可 得 $ 函数 的 傅 氏 积分 表达 式 为 
eh 1 BS @ wT 
= 云 | ， l°*e” dw, (7.17) 
或 | _ le”dw=2x6 (0), 9.18) 


.16) 式 与 9.17) 式 说 明 , 6 (z) 函数 与 1 构成 一 对 储 氏 变换 . 
同 理 , 由 .15) 式 可 得 


1 及 i1wT = 
a 6 (w)e do 三 元 ， 
或 去 | py en a (7.19) 
ARE 由 
相应 地 有 
| 1 (7.20) 


.19) 式 与 9.20) 式 说 明 ,1 与 2rg(o) 构 成 一 对 傅 氏 变换 .换言之 , 若 相 关 函 数 
Rx (7) =1 时 , 则 它 的 谱 密 度 为 sx Co) =2r6 (w) .它们 的 图 形 见 表 7.1. 
例 7.7 已 知 白 噪声 过 程 的 谱 密 度 为 
sx (w) = N, (常数 ) (- co< w< eco)， 
求 它 的 相关 函数 Rx (7). 
解 ” 由 .18) 式 得 
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Rx (7) = 去 | ， sx Cw)e” dw 
Be 
2 
由 本 例 看 出 , 白 呀 声 过 程 也 可 以 定义 为 均值 为 零 、 相 关 函 数 为 N, 6 (rzr) 的 平 
稳 过 程 .这 表明 ,在 任何 两 个 时 刻 z 和 z,X(z,) 与 X(z,) 不 相关 ,即日 噪声 随时 
间 变 化 的 起 伏 极 快 ,而 过 程 的 功率 谱 极 宽 , 对 不 同 输入 频率 的 信号 都 有 干扰 产 
生 . 
例 7.8 已 知 相关 函数 Ry (rt) = acos (wo rz)， 其 中 ac, oo 为 常数 , 求 谱 密 度 
Sx (0w). 


解 ” 由 .20) 式 得 


i edw= N, SC 











二 | acos(w r)e “dr 
a 全 i -i -i 
| Fe Ee |e 


-3 | EF “szdr 十 | Eo “dr | 


=ax[lé (w— wm)+$ (w+ w,)]. 

Ry (7) 与 sx Co) 的 图 形 见 表 7.1 

正如 6 函数 是 象征 性 函数 一 样 , 白 噪声 过 程 也 是 一 种 理想 化 的 数学 模型 ， 
实际 上 并 不 存在 .因为 在 连续 参数 的 情况 下 ,根据 白 噪声 过 程 的 定义 , 它 的 平均 
功率 Rx (0) 是 无 限 的 .而 实际 的 随机 信号 过 程 只 有 有 限 的 功率 , 并且 在 非常 接 
近 的 两 个 时 刻 , 随机 过 程 的 取 值 总 是 相关 的 ,其 相关 函数 也 不 能 是 6 函数 形式 
的 表达 式 . 但 是 ,实际 中 所 直到 的 各 种 随机 干扰 ,只 要 它 的 谱 密 度 在 比 信号 频带 
宽 得 多 的 频率 范围 内 存在 , 且 分 布 近似 均匀 ,通常 就 把 这 种 干扰 当 作 白 噪声 处 
理 . 

以 上 讨论 白 噪声 过 程 的 谱 密 上 度 结 构 时 ,并 未 涉及 它 的 概率 分 布 , 因此 , 它 可 
以 是 具有 不 同 分 布 的 白 噪 声 ,诸如 正 态 白 噪声 , 具有 瑞 利 分 布 的 白 噪 声 等 . 

















S$ 7.4 联合 平稳 过 程 的 互 谱 密度 


在 $6.2 中 已 经 讨论 过 两 个 平稳 过 程 的 联合 平稳 概念 及 两 个 平稳 过 程 的 互 
相关 冰 数 .现在 讨论 联合 平稳 过 程 的 互 谱 密度 . 
定义 7.4 设 XGD 和 Y( 是 两 个 平稳 过 程 , 且 它 们 是 联合 平稳 的 平稳 相 
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关 的 ) ,车 它们 的 互相 关 函 数 Rw (7) 满 足 | 你 二 前 
傅 氏 变换 


SxY (0w) = | Ryy (tT)e ‘dr (7.21) 
是 对) 与 YQ) 的 互 功率 谱 密 度 , 简称 互 谱 密 度 . 
由 傅 氏 反 变 换 得 
过 = 去 | a Ce (9.22) 





因此 互 谱 密 度 syx (ow) 与 互相 关 函 数 Ryx (7) 的 关系 如 下 : 


syx (w) = 下 Ryx (re “dr 


Ryx (7) = 六 -| syx (we”™ dw. 


从 定义 看 出 , 互 谱 密 En 没有 谱 密 度 sx (wo) 所 具有 实 的 、 非 负 偶 函 
数 性 质 . 
令 .22) 式 的 t=0, 则 有 
Ri (0) =E[X Ts -| so God (9.23) 


若 将 X (z) 看 作 是 通过 某 系 统 的 电压 , Y (z) 是 所 产生 的 电流 , 且 X() 和 YY (4) 
是 各 态 历 经 过 程 , 则 (7.23) 式 左边 表示 输 到 该 系统 的 功率 , 故 右边 的 被 积 函 数 
sxy (wo) 就 是 相应 的 互 谱 密 度 

互 谱 密度 具有 下 列 性 质 . 

上 枯 : 

CO) Re [sw (Co)] 和 Re[Lsw (Co)j] 是 w 的 个 函数 ,而 Im [sw Co)] 和 
ImLsyx (w) 是 w 的 奇 函 数 ; 

G) sxy (o) 与 sx (w) 和 sy (w) 满 足下 列 关 系 式 : 

| sxy (oo) | sx (w) sy Cow) . 
Gd) 大 久 (和 Y() 相 互 正 交 , 则 sx wo) = syx (w)=0 
证 (1) 利用 互相 关 函 数 性 质 ,得 


Sxy (WwW) = 上 Ryy (rT)e “dr 




















=| Ra tre wdr 





Oo 


三 | Ryx Cr)e“dr (t=—7) 
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= | Rt de 
Q) 由 于 
Sxy (WwW) = | Rxy (tT) cos (wr) dr — 站 Rxy (tT) sin (wr) dr, 


故 其 实 部 为 w 的 个 函数 , 虚 部 为 w 的 奇 函 数 . 
(3) sx (w) = lim ElF (w,1)|’, 


ee im 37E en 
由 施 瓦 痰 不 等 式 : E| XY 二 Vv EI Xl*vV ElY|’ 
| = 
ee [起 ER i 





.  _1 一 一 一 一 一 
ln [EL TR TY 
nl 
< lim jz ElFx (w, T) EIF, (w, T) 攻 


= sx (w) sy (ow) . 
(4) 由 正 交 定义 有 Rxy (7) =0, 再 根据 .21) 式 及 (1) 即 可 证 得 . 
互 谱 密度 没有 自 ) 谱 密度 那样 具有 明显 的 物理 意义 ,引进 这 个 概念 主要 是 
为 了 能 在 频率 域 上 描述 二 个 平稳 过 程 的 相关 性 .在 实际 应 用 中 , 常常 利用 测定 线 
性 系统 输入 ` 输 出 的 互 谱 密 度 来 确定 该 系统 的 统计 特性 .这 在 下 一 节 将 进一步 讨 
论 . 
例 7.9 设 XGD 和 Y() 为 平稳 过 程 , 且 它 们 是 平稳 相关 的 , 则 过 程 W (2) 
=X(CD)+Y(CO 的 相关 函数 为 
Ry 7) = Ry (7T) + Ry (T+ Ryy (T) + Ryx (7T), 























Sw Co) = sx Cw) + sy (Co) + sxy (Co) + syx (ew) 
= oi 00) 2 Re Lsey Com.) 
显然 , sw (w) 是 实数 . 
当 两 个 过 程 X (z) 与 Y (GD) 互 不 相关 时 , 且 它 们 的 均值 为 零 , 则 Rwy (Cr) = 
Ryx (tT) =0, Rw (7) = Rx (Tt) + Ry Cr)， 
SW (w) = Sx (Cow) 十 Sy (w). 


例 7.10 已 知 平稳 过 程 XI 和 YGD) 的 互 谱 密 度 为 
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{Catibw /wo lwl<w,, 
Sxy (ww 3 
0， |w| 宇 wo,， 
其 中 CC，D， w 为 实 常 数 . 求 互 相关 函数 Ryy Cr) . 


解 ”由 上 .22) 式 得 


Kxy 3 去 | 上 SXY (w)e” dw = 去 | < 一 0 


wo CO0 





| > [Caw tT — 0)sin Cw r) + boy rcos (wy T) J. 
rwoTt 


例 7.11 设 随机 过 程 YQ(4) 是 由 一 个 各 态 历 经 的 白 噪声 过 程 X (延迟 时 
间 工 后 产生 的 . 关 久 () 和 YG) 的 谱 密 度 为 % . 求 互相 关 函 数 Rxy (rz) 和 
Ryx (Cr) 及 互 谱 密度 swy (w) 和 ye Cow) 

解 因为 Ru)=FELIXGDYG=-zr]=Rnw(C-r ,其 中 YG+T)= 
X (CD), 故 





YI)I=Xd-T)， Y(t =X(t-rt— 7), 
于 是 Ryy (rt)=E[X (QOXG-rt- T= Ry (- 7), 
E[XC)XG-rt- T= Rx rt T7), 
所 以 
Rxy (Tt) = Rx (t+ T)= s(t+ T)= Ryv (— 7), 


Am Oo 





se (0)= | Ry (ed 

| Re ee 
i 0) = | Rae “dr 

加 | ee ee 


例 中 因为 XQ) 和 Y4) 都 是 白 噪声 过 程 ,它们 的 互相 关 函 数 除 在 t= 丁 处 
有 值 外 ,其 余 各 点 为 零 , 所 以 Rwy CT) = Rx OO) = Rye《T) ,它们 的 图 形 如 图 7.3 
所 示 . 


Ryy(?) 
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$7.5 平稳 过 程 通过 线性 系统 的 分 析 


平稳 过 程 的 一 个 重要 应 用 是 线性 系统 对 随机 输入 的 响应 .在 自动 控制 、 无 线 
电 技术 、 机 械 振动 等 方面 ,经 常 遇 到 的 各 类 随机 过 程 是 与 “系统 ” 相 联 系 的 .所 谓 
系统 就 是 指 能 对 各 种 输入 按 一 定 的 要 求 产 生 输 出 的 疙 置 .如 放大 器、 滤波 桌 、 无 
源 网 络 等 都 是 系统 .本 节 所 讨论 的 系统 是 指 线性 系统 . 
一 、 线 性 时 不 变 系统 

设 对 系统 输入 x (z) 时 ,系统 的 作用 为 工 , 其 输出 为 y (7), 则 它们 的 天 系 为 

A .24) 

7.24) 式 中 “L” 在 数学 上 代表 算 子 , 它 可 以 是 加 法 、 乘 法 、 微 分 、 积 分 和 微分 方程 

定义 7.5 称 满足 下 列 条 件 的 算 子 为 线性 算 子 . 若 ww (1)= LLzx, (7)]， 
y (2) = 工 Lz GO], 则 对 任意 单数 ,8 有 

L Lax, (zt) 十 Br, (2) ]= aL Lx, (4) ]+ BL Lx, (7) J 
ss 

对 于 一 个 系统 , 若 算 子 工 是 线性 的 , 则 称 该 系统 为 线性 系统 . 

定义 7.6 若 系 统 工 有 y(G) = 工 [Lz (oj], 并 对 任 一 时 间 平 移 r 都 有 

y(t)=LLr(F7) 





则 称 该 系统 为 时 不 变 系统 . 
例 7.12 微分 算 子 = 地 是 线性 时 不 变 的 ， 








解 设 (GD) = 工 [x CD)]= 全 zx CD， 由 导数 运算 性 质 知 ,微分 算 子 满足 线性 
条 件 , 且 


dx (t+r) 


_d 
oe 


y (t+ tt). 


例 7.13 积分 算 子 L= | ( )du 是 线性 时 不 变 的 ， 
解 设 
A | 绢 :eh 
由 积分 运算 性 质 知 ,积分 算 子 满足 线性 条 件 , 且 
A | oe 


oo 
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到 | TutT dtut+r =y(t+t+o). 


由 上 面 的 定义 知 ,一 个 系统 的 线性 性 质 , 表现 在 该 系统 满足 全 加 原理 ; 系统 
的 时 不 变性 质 ,表现 为 输出 对 输入 的 关系 不 随时 间 推 移 而 变化 .因此 ,一 个 线性 
时 不 变 系统 , 受 加 原理 的 数学 表达 式 为 


v(t)=L > QJZ (1) ]= 之 asL Lx, CD] = > Qi (1). 


在 工程 实际 中 ， 属于 这 类 较 简单 而 又 重要 的 系统 , 是 输入 与 输出 之 间 可 以 用 下 列 
常 系数 线性 微分 方程 来 描述 的 系统 : 











d” d 
b, ee b, 1 qr” 主 十 … 十 boy 
d” d”™- 17 
a 全 1 1 i 


其 中 n>>m, 一 < 之 1 之 %. 
二 、 频 率 响 应 与 脉冲 响应 


下 面 分 别 从 时 域 和 频 域 角度 讨论 线性 时 不 变 系统 输入 与 输出 的 关系 . 当 系 
统 输入 端 输入 一 个 激励 信号 时 ,输出 端 出 现 一 个 对 应 的 响应 信号 .激励 信号 与 响 
应 信号 之 间 的 对 应 关系 工 , 又 称 为 响应 特性 . 

定理 7.1 设 工 为 线性 时 不 变 系统 ,车 输入 一 谐 流 信号 x (1) =e”, 则 输出 
为 

y= LLe” JH (Ve™; (7.25) 
其 中 入 (w)=Lle”*]|,_，,. 
证 令 yG)= 工 [es”], 由 系统 的 线性 时 不 变性 , 则 对 固定 的 r 和 任意 的 z， 


有 

2 
令 :=0, 得 

(| 
证 毕 . 


定理 7.1 表明 ,对 线性 时 不 变 系 统 输入 一 谐 波 信号 时 ,其 输出 也 是 同 频 率 的 
谐 波 ,只 不 过 振幅 和 相位 有 所 变化 .其 中 互 (Co) 表 示 了 这 个 变化 , 称 它 为 系统 的 
频率 响应 函数 ,一 般 地 , 它 是 复 值 函数 . 
汪 
1 Co | 


例如 ， 当地 = 工时 ， 则 系统 的 频率 响应 瓦 (wo) = Dal es 





下 面 讨论 系统 的 时 域 分 析 和 频 域 分 析 . 
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根据 6 函数 的 性 质 , 有 
X(t) = In X(T Ot— Tdr. 


将 9.26) 式 代入 @.24) 式 ,并 注意 到 工 只 对 时 间 函 数 进行 运算 ,有 
y=L[z WL[| zo rar 


= | x LLSG -7 dr 


| XDh -dr 


其 中 必 人 -rr)= 工 [SG=-rz)]. 
若 输入 x (4) 为 表示 脉冲 的 6 函数 , 则 .27) 式 为 


y= | hl Dd)dr=h). 
(7.28) 式 表明 及 (1) 是 输入 为 脉冲 时 的 输出 , 故 称 它 为 系统 的 脉冲 响应 . 
例如 , 设 y (4) = xz (we “4-0 du, 则 系统 的 脉冲 响应 为 


h (zt) = | 6 (wu)e a (i du 


2 
=e "| ee 0 
i | 0， 1<0. 


通过 变量 代 换 , 7.27) 式 又 可 写成 
y=| xzG- Ohlrdr. 





(7.26) 


(7 527 


(‘7-28 


(7.29) 


0.27) 式 与 .29) 式 就 是 从 时 域 研究 系统 输入 x (与 输出 y (2) 的 关系 式 . 表 
明 线 性 时 不 变 系 统 的 输出 y (7) 等 于 输入 x (2) 与 脉冲 啊 应 疡 CO 的 卷 积 , 即 


y (2)=h 0) x xr(). 


(7.30) 


设 输入 z (2) ,输出 y4) 和 脉冲 响应 hh (z) 都 满足 傅 氏 变换 条 件 , 且 它们 的 侍 氏 








变换 分 别 为 义 (w) ;YY(w) 和 互 (w); 则 有 下 列 傅 氏 变换 对 : 
KX) =| ze wd 


一 co 


Xx (1) = X (we” dw; 


工 
2 
Yc)=| 

| 


ye “dt, 


y (1) = Y (we” dw; 


oo 
oo 

oo 

一 co 

oo 
oo 


2T 


(7.31) 


(7 :32) 


C3 


(7.34) 
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季候 光宇 上 的 全 全 


je = 云 | em 
为 了 求 出 输入 与 输出 之 间 的 频谱 关系 ,利用 (7.32) 式 和 (7.25) 式 ,得 


y(t)=Lilz A X (edo | 
DR 
= 云 | X (ww) L Ce”)dw 
Tn we 


要 十 上 Er 
T oo 


比较 .34) 式 和 0 人.37) 式 ,得 
Y (ww)=H(w)X (ww). 
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(C7333) 


(7.36) 


(737 


(7.38) 


7.38) 式 就 是 在 频 域 上 系统 输入 频谱 X (w) 与 输出 频谱 Y (w) 的 关系 式 . 它 表 
明 线 性 时 不 变 系 统 响应 的 傅 氏 变换 等 于 输入 信号 的 傅 氏 变换 与 系统 脉冲 咽 应 的 


倩 氏 变换 的 乘积 . 


实际 应 用 中 ,在 研究 平稳 过 程 的 输入 与 输出 关系 时 ,可 以 根据 问题 的 条 件 选 





要 求 脉冲 函数 符合 条 件 
h(t)=0, 当 z<0. 
相应 地 , 7.29) 式 和 .35) 式 变 成 


| Se a ee Ea | h (eieqdt. 


三 、 线 性 系统 输出 的 均值 和 相关 函数 


用 .30) 式 或 9.38) 式 .一 般 地 ,为 了 满足 信号 加 入 之 前 ,系统 不 产生 响应 ,必须 


设 X (GD YC 为 均 方 连续 平稳 过 程 ,由 卷 积 公式 (7.27) 或 07.29) 知 ,对 于 


过 程 X (的 任 一 样本 函数 x (z), 有 

机 | Ee | ee 
根据 均 方 积分 的 性 质 知 , 若 系 统 输 入 过 程 X (时 ,其 输出 

Y (0) = lig he) Cd hs je 


也 是 随机 过 程 . 


下 面 讨 论 输 入 过 程 X (2) 的 均值 和 相关 冰 数 与 输出 过 程 的 均值 和 相关 函数 


的 关系 . 


定理 7.2 设 输入 平稳 过 程 X (的 均值 为 mx, 相关 函 数 为 Rx (rz), 则 和 输 
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YW=| zc-DXCoDdz 
的 均值 和 相关 函数 分 别 为 
my (=mx| hh (wu) du 二 常数 ， 
Ry Gt)= | I hw hv) Rx lr—-utv dudv 
=Ry(t) (r=1,—1,). (7.39) 


证 my =ELY WI=E[| hQOXG- wdu | 


= | hw ELXC -wu) Jdu= mx| h (nu) du 
= 和 常数. 
关于 输出 相关 函数 (7.39) 式 的 证 明 , 下 面 采用 先 求 Y() 与 XG) 的 互相 关 
函数 ,利用 它 再 求 Y (Go) 的 相关 函数 的 方法 . 
NG 
Rts LY | 


lm h(i -ww XC Xdw | 


上 we a yey 


h(t — w) Ry (w— 1,)dw 


|| 
Py 
| 8 
8 


| h (nu) Ry (ti — 1,— udu 


= | h (u) Ry (tT — udu= Ry (rT), 


B] Ryx (7) = Rx (tr) ¥h(r), (其 中 z= 4 -1,). (7 .40) 
Q) 求 Ry (7,z,). 利 用 4) 的 结果 及 .27) 式 ,有 
有 


= ElYG)| Ft- XG)ds | 


| Ft ELY (GX) ds 


| 
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= | h(t, — | h(t — w) Rx (Cw — s) dvwds. 
令 S| 一 w= 二 ;得 


Ry (ti ,1,) = | h co 可 | 挛 ()Rx 一 已 一 & To)dxdz 


= | | BD Co Rs Ch dt jay 





= Ry (z)， 
证 毕 ， 
从 定理 7.2 看 出 , 当 输 入 平稳 过 程 X() 时 ,输出 过 程 的 均值 LY G7) ] 为 常 
数 , 相 关 阔 数 Ry (, ,1,) = Ry (只 是 时 间 莽 4 一 z= 的 函数 , 故 输出 过 程 是 


平稳 的 ,从 .40) 式 看 出 ,输出 过 程 Y (4) 与 输入 I X (CD 之 间 还 是 联合 平稳 
的 . 
在 .39) 式 中 , 令 v= 一 z, 利 用 44) 得 


Pe | | i 


=| h(t) Ry (rc— i)di, 


即 Ry (Cr) = Ry Cr) x h (~ 7). Gg.41) 
将 99.40) 式 代入 得 
Ry (rt) = Ry (Cr) x*h (tr) xh(-o. 
从 定理 7.2 的 证 明 过 程 说 明 , 输 出 相关 函数 可 以 通过 两 次 卷 积 产生 .第 一 次 

是 输入 相关 函数 与 脉冲 响应 的 卷 积 , 其 结果 是 YQ) 与 X() 的 互相 关 函 数 ;第 

二 次 是 Ryx (7) 与 疡 (- z) 的 卷 积 ,其 结果 是 Ry (7) .或 者 说 ,以 Rv (rt) 作为 具有 
脉冲 响应 h (z) 的 系统 的 输入 ,得 输出 RRw (Cr) ,再 以 Ryx (zt) 作为 具有 脉冲 响应 
有 (一 z) 的 系统 的 输入 ,可 以 得 到 输出 为 Ry (7) .它们 的 关系 如 图 7.4 所 示 . 


RrlT) [9] Ryy(T) [元 二 | Ry(®) 


图 7.4 








例 7.14 设 线性 系统 输入 一 个 白 噪声 过 程 X (7) ,由 例 7.7 知 Rx (zr) = 
N66 (7) .将 它 代 入 .40) 式 得 


ee | eT 
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故 = Ryw 人 
利用 上 式 , 从 实测 的 互相 关 函 数 资 料 可 以 估计 线性 系统 未 知 的 脉冲 响应 
对 于 物理 上 可 以 实现 的 系统 , 当 ft<0 时 ,有 (4)=0, 故 当 zt<0 时， 
Ryx (t)= Nh(r)=0 
当 z>0 时 ,假定 过 程 XGO) 和 Y(GD) 还 是 各 态 历经 的 , 则 对 充分 大 的 丁 , 有 


Ce LU 
ND= Rw LTTF) yzGC+Ddt 


其 中 x (4) 和 y (7) 分 别 为 输入 过 程 X CD) 和 输出 过 程 Y (CD 的 一 个 样本 函数 . 
四 、 线 性 系统 的 谱 密 度 

现在 讨论 具有 频率 响应 五 (wo) 的 线性 系统 , 其 输出 的 谱 密 度 sy (w) 与 输入 
谱 密度 SCw) 的 关系 . 

定理 7.3 设 输 入 平稳 过 程 X (1) 具有 谱 密 度 sv (w), 则 输出 平稳 过 程 
Y GD) 的 谱 密 度 为 








sy (Cw) = |H (ww) | sx (Co)， (07.42) 
其 中 瓦 Co) 是 系统 的 频率 啊 应 函数 . 称 | 互 Co) 上 为 系统 的 频率 增益 因子 或 频率 
传输 函数 . 
证 由 (7.39) 式 可 得 


Sy (w) = | Ry (rt)e “dr 


| | 全 h hv) Ry (cr—ut wdudv le dr. 


We Fen 


令 -x+mao=y， 则 


wo=| 上 | Pe TD ce 


熙 ee 上 hh (vodv 1- Rx (s)e “ds 


=H(w) Hw) sx Cw) = 1H() | sx Cw), 
证 毕 . 
(0.42) 式 是 一 个 重要 的 公式 , 它 表明 线性 系统 的 输出 谱 密 度 等 于 输入 谱 密 
度 乘 以 增益 因子 . 对 于 从 频 域 上 研究 答 入 与 输出 谱 密度 关系 , 它 是 很 方便 的 .在 
实际 研究 中 , 由 平稳 过 程 的 相关 函数 Rs (r), 求 Rw (rz) 和 Ry Cr) ,往往 会 遇 到 
较 复杂 的 计算 .因此 ,可 以 通过 (7.42) 式 求 出 sy (o) ,再 通过 傅 氏 反 变换 得 到 输 
出 相关 函数 
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1 于 1CT 
Ry = 云 | ， sy (we dw 
-去 | ， Rar 07.43) 


及 输出 的 平均 功率 ( 均 方 值 ) 
i 2 
Ry O) = 去 | sx (IH do. 


.39) 和 GG.43) 式 都 是 求 Ry (7) 的 公式 ,可 以 根据 条 件 选 择 用 之 . 
例 7.15 如 图 7.5 所 示 的 RC 电路 , 若 输 入 白 噪声 电压 X ( ,其 相关 函数 
为 Rx (rt) = N65 (7). 求 输出 电压 YG) 的 相关 函数 和 平均 功率 . 


解 ” 因 为 输入 样本 函数 z (7) 与 输出 样本 函数 y (7) 满足 微分 方程 


RC dy ee 


这 是 一 个 常 系数 线性 微分 es 人 


C d[LH oe ] 部 H (we” =@e* ， 


故 RC 电路 系统 的 频率 啊 应 函数 为 
加 1 a 
Ne 


其 中 w=1/RC. 由 .36) 式 得 
= 元 | 2 


» lwW+oa 





Ee 


工作 
| a 


WA 二 及 (a)=ae “， 


项 Cy 上 t>0， 
| 0， 1<0. 
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由 .39) 式 有 
Rs | un RN 


=N,| codz | h (vO lt- ut wv) dv 


Oo 


h Cw hu— du 


N 
人 











N, pa T < 0 
0 
alN, 
ds > 
| 区 £0 
aNo , 
| 2 © ， rz<0 
(一 co<r<oco). 
和 、 N 


例 7.16 设 如 图 7.6 的 系统 的 激励 力 函 数 z (的 谱 密 度 sx (w) = so, 试 求 
输出 位 移 y (72) 的 谱 密 度 和 平均 功率 . 





解 ” 因 为 滑车 运动 位 移 y (2) 满 足 微分 方程 
dy (zt) dy (1) 
“de 4 dz 
今 完 QQ)=e* 则 六 (0 三 古 (02RE%s 代 术士 式 得 
(— mw +irwt+ RYH(w)=1,; 
1 


一 0w 十 irw 十 


+ ky (1t)= x (1). 











故 H(w)= 
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1 
(ko— mw +r ow | 





IH(w) | = 
所 以 位 移 输出 谱 密 度 为 


50 


Sy (w) = IH(w)| Sx (We 


2 1 ” 2 
Ry 0s EIY GG)] = 云 | ， Be Ee en 
人 人 


| 
例 7.17 设 有 两 个 线性 时 不 变 系统 如 图 7.7 所 示 . 它们 的 频率 响应 函数 分 
别 为 互 (w) 和 瑟 ;, (w) .车 两 个 系统 输入 同一 个 均值 为 零 的 平稳 过 程 X (2), 它 
们 的 输出 分 别 为 YY GD 和 YY, 7) . 问 如 何 设计 五 wo) 和 万 (w) 才 能 使 Y, (zx) 和 
Y, (2) 互 不 相关 . 








XD 





图 7.7 


解 ” 根 据 两 个 过 程 互 不 相关 概念 , 题 意 要 求 它们 的 协 方差 函数 为 零 . 
由 GG.27) 式 ,有 


直人 E i A ob de ME 
六 i i = EL ys 0 
ELY, (,) Y, (,)] 
三 站 | | hy GR CO XG WR vdudo | 
_ | | Wn Co BY a 
= | [hh Re- ut dudo= Ryy, Co， 


其 中 z=z 一 t,,; 上 式 表 明 Y, (4) 与 Y, GO) 的 互相 关 函 数 只 是 时 间 差 r 的 函数 . 
由 
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人 5 (0w) 


|- Ky y, Cr)e “dr 


上 | | h, Qh, (v) Ry (cr—ut wdudv le “dr 


oo 


a hi (we du | h, coe" do | Rx (Cs)e “ds 


= H, (w) H, (w) sx (w), 
故 当 设 计 两 个 系统 的 频率 啊 应 函数 的 振幅 频率 特性 没有 重 登 时 ,如 图 7.8 所 示 ， 
则 sy y lw) =0, 从 而 有 Ry y (zr) =0= By y (7), 即 Y, (4 和 Y, (2) 互 不 相关 . 





题 七 


济 



































7.1 下 列 函 数 中 哪些 是 谱 密度 的 正确 表达 式 , 为 什么 ? 
2 2 
Ee 
1) sl(w i 2) s (vw te 
2 2 

的 Ce 

ww —4w +3 w++3w +2 
Ee 

w 十 2 
7.2 设 平稳 过 程 XG) 的 相关 函数 Rx Cr) =e “中, 求 久 (4) 的 谱 密 度 . 
7.3 设 有 平稳 过 程 X(Ci) = acos (wot+ 9) ,其 中 ac,oo 为 常数 ,9 是 在 (- rr) 上 服从 均 

















匀 分 布 的 随机 变量 . 求 X (bo 的 谱 密 度 . 




















7.4 已 知 平稳 过 程 的 相关 函数 为 Re 《Tt) =4e 1" cos xt) +cos(Grzr), 求 谱 密 度 sx (ww). 
7.5 设 平稳 过 程 X(2) 的 谱 密 度 为 sx =1/4+w)*, 求 相关 函数 Rx (7). 
7.6 当 平稳 过 程 X(z) 通 过 如 图 7.9 所 示 的 系统 时 ,证 明 输 出 Y(2) 的 谱 密 大 为 sy (w) 




















=2 sx Cw) (1 + cos wT)). 





7.7 已 知 平稳 过 程 X() 的 谱 密 度 为 
0， 0 委 |ow|< wo， 
sx Co) =4c， wlw|<2w0) 
0， | w | 宇 2 wo. 
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YA=XOOHX( -TT) 


XD) 














Da 
- 
\O 





求 相 关 函 数 Rx (7). 

7.8 设 有 平稳 过 程 X(CD = acos (Bt + oO) ,其 中 a 为 常数 ,op 是 在 (0,2r) 上 服从 均匀 分 
布 的 随机 变量 , 9 是 分 布 密度 函数 满足 f(w) = FC- o) 的 随机 变量 , 且 gp 与 9 相互 独立 .求证 
X (CD 的 谱 密度 为 sx Co) = a ?xf(w). 

7.9 设 X(CD 和 Y(bO 是 单独 且 联 合 平 稳 的 随机 过 程 , 试 证 ReLsxy (w)]= ReLsyx Cow) ]， 
Im[sxv Co)]= -Imlsv Cw) ]. 

7.10 设 X (CD 为 平稳 过 程 , 令 Y(ODD=XG+a)-XG-a),a 为 常数 , 试 证 

Sy (oa) = 4 sx (0w) sin’ (amw) ， 
Ry (tT) =2Ry (rt — Ry (r+2a)— Ry (tr—-2a). 

7.11 设 XX(z) 和 Y() 是 两 个 相互 独立 的 平稳 过 程 ,均值 mx 和 my 都 不 为 零 . 令 Z (1) 
二 久 (1) + 站 (2), 求 sxy (w) 和 sxzy Cw). 

7.12 ” 设 零 均值 平稳 过 程 XG) 的 谱 密 度 sx (w) 存 在 二 阶 导 数 , 试 证 dz sx (Cw) /dw 不 是 













































































谱 密度 . 
7.13 设 线性 时 不 变 系 统 输 入 一 个 均值 为 零 的 实 平 稳 过 程 {X (5 ,zt 宇 0}, 其 相关 函数 为 
Rx (7) = 6 (7). 若 系统 的 脉冲 响应 为 





























1， 0<zi<T, 
0， 其 它 ， 
试 求 系统 输出 过 程 Y(z) 的 相关 函数 、 谱 密度 及 和 (bo 与 了 (CD 的 互 谱 密 度 . 
7.14 设 人 XGDiET)，Y7CGOET)} 是 均值 为 零 的 实 平稳 过 程 , 它 们 的 相关 函数 分 别 
为 Ry (Tz) ,Ry (7z) ,互相 关 函 数 为 Rxy (7) .如 果 
Rx (7T) = Ry (7T), Rxy (7T) = — Rxy (~ DT), 
试 证 Z (2) = 六 (ft)cos 《wot) 二 YC(z)sin Cwoz) 是 平稳 过 程 (ow 为 常数 ). 
若 XC,Y(CbO 的 谱 密 度 为 sx (o) ,sy (ow) , 互 谱 密 度 为 sxy (Cow) . 试 求 Z() 的 谱 密 度 . 
7.15 设 一 个 线性 系统 由 微分 方程 


dy(z) 
dz 


给 出 ,其 中 a;b 为 常数 ,x (27),y (2) 分 别 为 输入 平稳 过 程 X(z) 和 输出 平稳 过 程 Co 的 样本 
函数 , 且 输 入 过 程 均值 为 零 , 初 始 条 件 为 零 , Ry (Cr) = oze 中. 求 输出 的 谱 密 度 sy (w) 和 相关 
函数 Ry (7). 

7.16 设 一 个 线性 系统 输入 平稳 过 程 X() ,其 相关 函数 为 Ry (rt) = Be“ . 若 输入 、 和 给 


| 












































+ by (1t) = ax (zt) 
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出 过 程 的 样本 函数 满足 微分 方程 
dy (1) dx (2) 





7.17 设 有 如 图 7.10 的 电路 系统 ,输入 零 均 值 的 平稳 过 程 X (4), 且 相关 函数 为 Ry Cr) 
= ole pr . 求 Yi (4) ,YY, (2) 的 谱 密 度 及 两 者 的 互 谱 密 度 . 














| 
Li 


























+ TWD 


XD C RI|Y, (2 


图 7.10 








7.18 设 (XG，- co<zi<co} 是 均值 为 零 的 正 交 增 量 过 程 , 已 |X(C2)-XCGO)| = 
































| 二 一 如 1|， 知 
Y(2 =X()- X(t 1. 
(1) 证 明 {Y(2) ,一 < 之 1<%} 是 平稳 过 程 ; 
(2) 求 {Y (7)} 的 功率 谱 密 度 . 
7.19 设 联 合 平稳 过 程 {XGD,，Y(GD， -co<i<co} 的 自 相 关 函 数 及 互相 关 图 数 分 别 为 
Rx (r) =4e "|, Ry (Cr) = cos(G3rr)， 


1-|rt|,， |zrt|<1; 
Ryy (T) = 
0， |z| >1. 














记 
DG)=XCD+Y(CbD， 
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时 间 序 列 是 指 按时 间 先 后 顺序 排列 的 随机 序列 ,或 者 说 是 定义 在 概率 空间 
(Q,F,P) 上 的 一 串 有 序 随机 变量 集合 {X,,z ==0, 土 1,…}, 简 记 为 {X,); 它 的 每 
一 个 样本 (现实) 序列 ,是 指 按时 间 先 后 顺序 对 X, 所 反映 的 具体 随机 现象 或 系统 
进行 观测 或 试验 所 得 到 的 一 串 动 态 数据 {z, ,上 =0, 土 1,…} .所谓 时 间 序 列 分 析 ， 
就 是 根据 有 序 随机 变量 或 者 观测 得 到 的 有 序数 据 之 间 相 互 依赖 所 包含 的 信息 ， 
用 概率 统计 方法 定量 地 建立 一 个 合适 的 数学 模型 ,并 根据 这 个 模型 对 相应 序列 
所 反映 的 过 程 或 系统 作出 预报 或 进行 控制 . 

本 章 主 要 以 平稳 时 间 序 列 为 讨论 对 象 ,着重 介绍 一 类 具体 的 ,在 自然 科学 、 
工程 技术 及 社会 、 经 济 学 的 建 模 分 析 中 起 着 非常 重要 作用 的 平稳 时 间 序 列 模 
型 一 一 自 回归 滑动 平均 模型 ,简称 ARMA 模型 . 























S$8.1 ARMA 模型 


一 、 目 回归 模型 


设 {X } 为 零 均值 的 实 平稳 时 间 序 列 , 阶 数 为 p 的 自 回归 模型 定义 为 
双全 (8.1) 


DI ES i 
| 0， z 关 $s， 


了 全 全 上 本 二 
模型 8.1) 简 记 为 AR (2p) . 它 是 一 个 动态 模型 ,是 时 间 序 列 {X,} 目 身 回归 的 表达 
式 , 所 以 称 自 回归 模型 . 满足 AR (p) 模型 的 随机 序列 称 为 AR (p) 序 列 ,其 中 
{ys 二 1,2,…,p} 称 为 自 回 归 系 数 . 从 白 噪声 序列 {a,} 所 满足 的 条 件 看 出 , a， 
之 间 互 不 相关 , 且 a 与 以 前 的 观测 值 也 不 相关 , {a,} 亦 称 为 新 信息 序列 ,在 时 间 
序列 分 析 的 预报 理论 中 有 重要 应 用 . 
为 方便 起 见 , 引 进 延 迟 算 子 概念 . 令 


t= ss, 
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BY XB XD 
一 般 有 BX, =X ,=12,3,…)，, 称 也 为 一 步 延迟 算 子 , 及 为 大 步 延迟 算 子 . 
于 是 (8.1) 式 可 以 写成 
人 (8.2) 
其 中 Os Dh (8.3) 
对 于 .2) 式 的 AR (bp) 模 型 , 若 满足 条 件 :o (B) =0 的 根 全 在 单位 圆 外 , 即 
所 有 根 的 模 都 大 于 1, 则 称 此 条 件 为 AR (yp) 模 型 的 平稳 性 条 件 . 当 模 型 8. 2) 满 
足 平稳 性 条 件 时 , pg ! (B) 存 在 且 一 般 是 B 的 暴 级 数 , 于 是 (8.1) 式 义 可 写成 是 
X,= 9 ' (B)a,. 
它 称 为 逆转 形式 .模型 (8.2) 可 以 看 作 是 把 相关 的 {X,}) 变 为 一 个 互 不 相关 序列 
{a,} 的 系统 . 
二 、 滑动 平均 模型 
设 {X,} 为 零 均 值 的 实 平稳 时 间 序 列 , 阶 数 为 g 的 滑动 平均 模型 定义 为 
Xe (8.4) 
其 中 {9, ,k=1,2,…,g},0, 称 为 滑动 平均 系数 ,并 简 记 (8.4) 模 型 为 MA (g). 满 


足 MA (g) 模 型 的 随机 序列 称 为 MA (q) 序 列 .用 延迟 算 子 表示 , (8.4) 式 可 以 写 
成 

















X, = 0(B)a,, (8.5) 

其 中 5D (8.6) 
对 于 (8.5) 式 的 MA (g) 模 型 ,车 满足 条 件 :9(B) =0 的 根 全 在 单位 圆 外 , 即 

所 有 根 的 模 大 于 1, 则 称 此 条 件 为 MA (co) 模 型 的 可 着 性 条 件 . 当 模型 (8.5) 满 足 
可 逆 性 条 件 时 ,0 (B) 存 在 ,此 时 (8.5) 式 可 以 写成 

a,=0 ' (B)X,, 
它 称 为 逆转 形式 .模型 (8.5) 中 的 X, 可 以 看 作 是 白 噪声 序列 {a,} 输 入 线性 系统 
中 的 输出 . 


三 、 自 回归 滑动 平均 模型 


设 {X,} 是 零 均 值 的 实 平稳 时 间 序 列 , p 阶 自 回归 9 阶 滑动 平均 混合 模型 定 





A 0 (8.7) 
或 9 (B) X,= 0(.B)a,, (8. 8) 
其 中 gq (B) 和 904B) 分 别 为 (8.3) 式 和 (8.6) 式 所 表示 , 且 gp (B) 与 9(B) 无 公共 
因子 ,p (B) 满 足 平稳 性 条 件 ,9(B) 满 足 可 逆 性 条 件 . 模 型 (8.7) 记 为 ARMA (p， 
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gq) .满足 ARMA (pc) 模 型 的 随机 序列 . 称 为 ARMA (p, gq) 序列. 

显然 , 当 g=0 时 ,ARMA (pp,0) 就 是 ARC(p); 当 p=0 时 ,ARMA (0,g) 束 是 
MA (g). 

如 平稳 过 程 的 时 域 分 析 与 频 域 分 析 有 对 应 关系 一 样 ,这 里 介绍 ARMA (p， 
gq) 序列 与 具有 有 理 谱 密 度 的 平稳 序列 之 间 存 在 的 对 应 关系 ,并 指出 一 个 平稳 序 
列 在 什么 条 件 下 是 ARMA (p, gq) 序列. 

定义 8.1 设 {X,} 是 零 均值 平稳 序列 , 它 的 谱 密 度 AQ) 是 es 的 有 理 函 
数 : 























( sod ) 2 
-<4<， 人 


其 中 gp 4) 和 0G) 是 形 如 (8.3) 和 (8.6) 式 的 多 项 式 , 有 是 它们 无 公共 因子 , p (4) 
满足 平稳 性 条 件 , 0 (2) 满足 可 逆 性 条 件 . 则 称 {X,} 是 具有 有 理 谱 密 度 的 平稳 序 
列 . 

定理 8.1 均值 为 零 的 平稳 时 间 序 列 {X,} 满 足 (8.8) 式 的 充 要 条 件 为 , {X,} 
具有 形 如 (8.9) 式 的 有 理 谱 密度 . 

证 明 ” 略 . 

从 定理 1 看 出 ,只 要 平稳 序列 的 谱 密 度 是 有 理 函 数 形式 , 则 它 一 定 是 一 个 
ARMA (p,9) 序 列 ,因此 ,总 可 以 找到 一 个 ARMA (p,g) 序 列 , 满 足 预先 给 定 的 
精度 去 逼近 所 研究 的 平稳 序列 . 


大)=a 
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对 于 一 个 平稳 时 间 序 列 预 测 问题 , 首先 要 考虑 的 是 寻求 与 它 拟 合 最 好 的 预 
测 模型 . 而 模型 的 识别 与 阶 数 的 确定 则 是 选择 模型 的 关键 .本 节 先 对 AR (p)， 
MA (g) 与 ARMA (pg9) 序 列 作 相关 分 析 , 讨论 其 理论 自 相 关 函 数 和 俩 相关 函数 
所 具有 的 特性 ,从 而 找到 识别 模型 的 方法 .下 节 再 讨论 模型 阶 数 的 确定 . 


一 、MA (g) 序 列 的 自 相 关 遂 数 
用 X,，, 乘 以 (8. 小 式 两 边 ,再 取 均 值 (由 于 序列 的 均值 为 零 , 故 自 相 关 浮 数 
与 协 方差 函数 相同 ) ,为 了 不 致 混 清 , 记 所 得 协 方 益 函 数 为 7， 
7; = ELX,X, ,| 
=El(a,—0a,,—…— BA 7 a 2 2 

















9 gq 
=Elaa,,|— > OE Lod p= > bE la, aa， 
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ee 
+ > > OOE [a, 站 


1i=1 J= 


t= s, 





利用 i 
|, 0， tis， 


显然 上 式 第 二 项 对 一 切 都 为 零 , 其余 各 项 依赖 于 处. 


gq a 
yy | D3 ElLa’ ,=o 二 >» Oo,; 
i=1 i=1 


gq 
= —0.Ela’,]+ 3 ho Da 


i= k+l 


te 2 QO 1400 
i= k+l 
用 yy; 除 以 y, 得 标准 化 自 相 关 函 数 p= 7y/7Y, ;简称 它 为 自 相关 函数 . 


综 上 可 得 MA (gq) 序列 的 协 方差 函数 y, 和 上 自 相 关 函 数 jp 为 





k=0, 
| lk g， (8.10) 
0， k>gq, 
1， k=0, 
pi = 和 1<k<g, (8.11) 
m k>g. 





从 (8.1D) 式 看 出 , MA (co) 序 列 的 目 相 关 函 数 wm 在 &>d 时 全 为 零 .这 种 性 质 称 为 
g 步 截 尾 性 . 它 表 明 MA (gq) 序列 只 有 gq 步 相 关 性 , 即 当 | 上 -| >a 时 ,X 与 X 
不 相关 .这 是 MA (g) 模 型 所 具有 的 本 质 特性 , 截 尾 处 的 & 值 就 是 模型 的 阶 数 . 

定理 8.2 设 零 均 值 平稳 时 间 序 列 {X,} 具 有 谱 密 度 /4) >0, 则 {X,} 是 
MA (ao) 序 列 的 充 要 条 件 是 它 的 自 相 关 函 数 g 步 截 尾 . 

定理 的 必要 性 上 述 已 证 ,充分 性 见 [9]. 

例 8.1 已 知 MAQ) 模 型 X =w+0.$c ,一 0.3a,,; 试 验证 模型 满足 可 
逆 性 条 件 , 并 求 自 相关 函数 . 

解 ” 因 为 96(B)=1+0.5B 一 0.3B’, 故 令 其 为 零 ,得 1+0.5B 一 0.3B’ =0， 
解 得 B, =1.17, B, = -2.84 由 于 |B,|>1;|1B,|>1; 所 以 模型 满足 可 道 性 条 
件 . 
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将 0==-0.5,0=0.3 代 入 .11) 式 ,得 自 相 关 函 数 


< 
CE 1+ (-0.5): +0.3 


三 
/2 1+ (0.5): +0.3 


二 、AR (p) 序 列 的 自 相关 函数 


用 X，, 乘 模型 (8.1) 两 边 ,再 取 均 值 ,得 
Ve 二 Pi Ve-1 十 十 Pop (k >0)， 


=0.2612,，, 


=0.2239,o =0 (£>2). 





除 以 为 可 得 
APrpt 一 人 ppp 三 0， 
即 p(B)p,=0 >0). 
令 "(8. 107) 式 的 疤 = 和 7252x935 得 
Pir Pt por tt pohp-i? 
| 


写成 矩阵 式 为 


Oi 1 01 0; YY pi i 
C2 1 1 1 ss Cp-2 > 














Op Cp-1 0 Pp-3 1 J Lop, 
(8.15) 式 称 为 尤 尔 一 瓦尔 克 方 程 ，(8.13) 式 是 wo 所 满足 的 差分 方程 
下 式 给 出 : 





p 
06 = 7 一 之 ， QP;Y;- 
-=a = wm 小 
pb a p 
3 吃力 下 2 2 PiP; Vj- i 
2 De 
-为 -2 之 PiY; + 之 9; (2 六 六 2) 


p p p 
1 
j=1 了 =1 J=1 


综 上 可 得 下 面 的 定理 . 
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(8.12) 
(8.13) 


(8.14) 


(8.15) 


. 参数 由 


(8.16) 
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定理 8.3 AR (yp) 序列 {X,} 的 自 相 关 函 数 满 足 (8.15) 式 , 白 品 声 序列 {a,} 
的 方 关 满足 .16) 式 . 

定理 指出 了 AR (p) 序 列 的 自 相 关 函 数 所 满足 的 方程 ,暂时 未 讨论 它 的 解 
法 ,需要 指出 的 是 ,根据 线性 差分 方程 理论 可 证 ,AR (p) 序 列 的 自 相 关 函 数 不 能 
在 某 步 之 后 截 尾 ,而 是 随 & 增 大 逐渐 衰减 ,但 受 负 指数 函数 控制 . 这 种 特性 称 为 
拖 尾 性 . 下 面 用 例题 说 明 这 种 拖 尾 性 . 

例 8.2 求 ARGD) 序 列 的 自 相 关 函 数 . 

解 ”因为 AR 4) 模 型 为 X, 一 pg, X，, = a 由 (8.14) 式 得 

bo 

由 gpg(B)=1-g,B=0 得 B=1/pi. 在 满足 平稳 性 条 件 时 ,有 | og |<1, 故 当 
k>oo 时 op,—>0. 

由 于 gi =exp LIn| p11) ;又 因 | gp |<1; 故 In| gy|<0; 所 以 存在 c, >0， 
c >0 使 











BI 

即 {64} 被 负 指 数 函 数控 制 . 

例 8.3 AR@) 模 型 为 

X,=0.1X, ,+0.2X, ,+a,. 

验证 它 满足 平稳 性 条 件 , 并 求 目 相关 函数 . 

解 由 pCGB)=1-0.1B8-0.2B =0 解 得 B,=2,B,= 一 2.5, 由 于 
1B,1>1;,1B,|>>1; 所 以 模型 满足 平稳 性 条 件 . 

由 (8.14) 式 得 


_ Oi 
和 1 9, 





0 = Dt i (b>2). 
代入 w =0.1,o, =0.2 得 
oj =0.125,p, =0.213,o, =0.046,p, =0.047， 
0s =0.014, os =0.011, 0; =0.004, ps =0.003， 
os =0.001," 
从 例 中 的 数值 看 出 , p; 具有 拖 尾 性 . 


三 、ARMA (p, gq) 序列 的 自 相 关 函 数 


根据 @.8) 式 , 知 pg (B) 满 足 平稳 性 条 件 , 则 X, 的 平稳 解 为 
X,= 9 ' (B)0(.B)a,. 
将 pgp '，(B) 写 成 B 的 级 数 形式 , 令 
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GB)= 9! (B)0(B)= > GB Ge; (8.17) 
其 中 系数 序列 {G, } 称 为 格林 函数 . 于 是 X, 可 用 {a4,} 的 现在 和 过 去 的 值 表示 为 
= 3) G;Bi)a; = > Gia,;. (8.18) 


上 式 称 为 ee 乡 式 ， 它 的 系数 G; 是 a,_ 的 权重 ， 表示 i 个 单位 时 间 以 前 
的 a 对 现在 X, 的 影响 , 称 为 Wold 系数 . 上 式 也 可 以 看 作 是 无 穷 阶 的 MA 序列 . 
与 (8.17) 式 相反 , 阁 9(B) 满 足 可 逆 条 件 , 则 X 的 另 一 种 逆转 形式 表达 式 为 
a,=0-1 (B) 9 (B)X,. 
写成 级 数 形式 得 


T= DD TX Xl 
全 


其 中 TO) =1- 六 TB=0-1 (0B)p(B) ,7 称 为 逆 函 数 ， 所 以 , 道 转 形式 可 以 


看 作 是 将 a 表示 成 的 历史 值 的 加 权 和 . 
现在 将 p (B)G (B) = 9(B) 两 边 展开 成 多 项 式 : 


S 9/B’) > 人 > 0 
比较 系数 得 G， 的 递 推 式 


G0 -3 9;G; bP Cr 三 1， 
J 





其 中 
2 [9 lj p, 
gy 
_ 10 lj gq, 
” !0， j>g. 


下 面 利 用 (8.18) 式 导出 ARMA (p,9) 序 列 的 自 相 关 函 数 关系 式 . 
将 (8.7) 式 两 边 乘 X，, , 再 取 均 值得 


多 
二 7 和 (X,a)—0, Ys CN , CX, a), 
即 9 (B) 7, =0(B) 7y, (X, a), (8.20) 
其 中 2 (DL Gay ja |; 


| 
2 GPLe as 人 (8.21) 
J]=0 0， k>0. 
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将 (8.20D) 式 代入 (8.20) 式 并 除 以 % ,写成 日 相关 函数 ,注意 到 mw 为 偶 函 数 可 得 





&=0 时 ,有 cx 人 -PPO 一 一 op0o) 
二 

k=1 时 ,有 ox (0 p90 Ppt "7 pp0p1) 
A (8.22) 

k=g 时- 《ov DO 0 一 O04 

kg 时 ,有 人 
印 yg (B)p, =0. 

若 令 上 式 有 =g+1,…,g+p, 可 得 
| ov Oa-1 YY Peprijipi Par+1 


多 Dy 机 Ce Ce (8.23) 











LOgrp-1 Parp-2 Pg Pp bat p 

定理 8.4 零 均 值 平稳 时 间 序 列 {X,} 为 ARMA (p,g) 序 列 的 充 要 条 件 为 其 
和 目 相 关 函 数 满足 (8.22) 式 . 

定理 的 必要 性 如 上 所 述 , 充 分 性 见 [9]. 

比较 .22) 式 与 @.13) 式 知 ,ARMA (po) 序 列 与 AR (5 序列 的 自 相 关 函 
数 满足 相同 的 差分 方程 p (B) op =0 (>>g). 因此 ,和 AR(p) 序 列 类 似 ， 
ARMA(p 9) 序列 的 自 相 关 函 数 也 是 拖 尾 的 , 且 受 负 指 数 函 数控 制 . 

例 8.4 求 ARMAG,1) 模 型 X -ooX | 二 a, 一 90.a, 的 目 相 关 函 数 . 

解 设 ai; 的 方差 为 ,|o | 之 1; 则 














X= 6 Ba = Be 
故 
G+ GB+HO DB te t= 0 BI (Lio Bio Bt) 
=[1+ (op, -00B+ (og -90)B +.…]. 
比较 系数 得 


Go=1,G = 9 -0,G,= 9 p00 
由 (8.22) 式 得 
ox dd-@o0)= 4-0G)0= {1-0 (9,—0)j]0 (=0), 
ox (p11— 9p1)=0.0%, (k=1), 
bd 1 (k=2,3,"). 
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Mo Ge it eh i AN 
EE 
1 一 oi 1+0 一 20p0， 
(oO —0,)(U—w,0,) 
人 


例 8.5 求 ARMA GQ,1) 的 自 相关 函数 . 
解 ”因为 ARMAC,1) 模 型 为 
X,— op X, 一 OAX ,=a,— 0a; 
(= B= wb X= B96 
设 模型 满足 平稳 性 、 可 逆 条 件 , 且 a, 的 方差 为 o2 ,于 是 


1=0 了 
CGB- Bp 
=1+ (pg —0)B+ Lg, (pi—0)+w, 1B’+ 
得 格林 函数 
ClO Sw = 0 0S wv (oe 0 ta 
由 (8.22) 式 有 


ox (1-90 ~ p00= -0G 0. 
= (+0— 90)o, (k=0), 
ox (p01 — P11— p01) = -00 (k=1), 





Oi: — Pipr 1 ~ P04 2s=0 (k=2,3,"°). 
将 p, = pi pi + 9p; 代 入 第 一 式 得 

0 
将 上 式 与 第 二 式 联 立 解 得 



































| lew St 
Ox—0, 》 
= 1-— vy, ~ 1 1— 9, 
1-p lpg0+0 1-po+th pp 1 
和 一 Di 1—0, 一 和 1 一 9， 
,0 可 投递 推 法 或 解 齐 次 差分 方程 求 得 . 
四 、 偏 相关 函数 


从 上 面 的 讨论 知 , 对 于 上 自 相 关 函 数 , 只 有 MA (9) 序 列 是 截 尾 的 ,AR (p) 和 
ARMA (pp ,9) 序 列 则 是 拖 尾 的 . 为 了 进一步 区 分 AR (bp) 序 列 和 ARMA (p,g9) 序 
列 ,我 们 引入 偏 相关 函数 的 概念 . 

从 概率 论 知 ,在 给 定 随机 变量 W 的 条 件 下 ,随机 变量 U 与 V 的 联合 条 件 
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密度 函数 为 fu,v|w), 则 U 与 V 的 偏 相关 函数 定义 为 
「 「 [EC ILv -EV I vw dudv 
~ -~ DD DY) 
_E[U-E(W ILV-EVJ 
vV DID DW | 
类 似 地 ,在 零 均 值 平稳 时 间 序 列 中 ,给 定 X，,,…, 义 ，,, 1，X, 与 X， ,之 间 的 偏 相 








EL[XX,.] ELX,xX, ,] 
其 中 下 表示 关于 条 件 密度 函数 f(r,, zx， |x rz 111) 的 条 件 期 望 . 
d) AP (pp) 序 列 的 偏 相 关 也 数 . 
设 {X,} 是 零 均 值 的 平稳 序列 , 它 满足 AR (%) 模 型 , 妈 
XK, = OA 二 Pw XK, st + aX, s+a,. 
用 X ，, 乘 上 式 两 边 , 当 给 定 X，, = x,， ，，…X ,1 = xXx， 4,1 时 , 取 条 件 期 望 得 
FLXX %)]= oo x ELX, ,J++ oy ELX ,J 
oD dk 
因为 &>0 时 ,ELa,X, ,」=0, 且 有 
ELX,X, ,1]= puD EX 0 
吉 人 E XX, 
Ox 
根据 (8.24) 式 ;显然 ou 即 为 AR (bp) 序 列 的 俩 相关 函数 ,同时 它 又 是 AR (4) 模型 
的 最 后 一 个 自 回归 系数 gy. 
为 了 探讨 AR (p) 序 列 的 偏 相关 函数 的 特性 , 考虑 X,，,,…, X,， ,对 X, 的 最 
小 方差 估计 , 即 要 求 确 定 ou ，… pum; 使 


(8.24) 





(k=1,2,*…). (8.25) 





Q= ElX,- SoxX,;] = min. (8.26) 
根据 AR (2) 模 型 定义 ,有 


2p k 
Q = 2 > .a 
J=1 j=1 


p g 
= Ella, 上 3 MP — Py) Xj — > poX, ] 


7J= p+1 


j=1 


k 


| Wi ee) ] 
pb 


了 三 p+1 


p 
二 下 La’ ]+2FE [总 3 (gp : Py) X， 本 


k 


六 
=p 


J]= p+1 


p 
十 五 ko (9 一 cp. 和 
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因为 ELaX, ;j=0 G>0) 故 


p Ek 
Ql (Cp; — Py) X, ;— > puX |. 
j= ptl 


J=1 


显然 ,要 使 Q= min, 应 取 
{1p lj<p, 
Wg 
这 说 明 AR () 序 列 有 p= 9p; 9 =1,…,p), 且 由 (8.25) 式 , ,= 9, 即 为 偏 相关 
函数 . 当 &>>p 时 ,有 pw ==0. 换 句 话说 ,AR (p) 序 列 的 偏 相 关 函 数 为 : g1, ,gy,， 
…, gw:0，"…,;0， 即 偏 相 关 函 数 在 步 截 尾 ,其 截 尾 的 值 就 是 模型 的 阶 数 . 这 
是 AR (p) 序 列 具 有 的 本 质 特性 . 

Q) ARMA (p,g) 序 列 和 MA(g) 序 列 的 偏 相 关 函 数 . 

类 似 (1) 的 讨论 , 考虑 用 X,，,,，…, X,，, 对 X, 作 最 小 方差 估计 来 求 
ARMA (p,qg) 序 列 ( 把 MA(g) 看 作 p=0 的 特例 ) {X,} 的 偏 相关 函数 pw， 同时 
推出 偏 相 关 函 数 与 自 相 关 函 数 的 关系 . 

为 了 使 Q= min; pu ，… pu 应 满足 方程 组 











9Q 三 0， 7 三 1 2，…，A. 





9 pg 
由 
k k 
QE So |= ELX 1 2 ,BLX,X, ;1] 
J=1 j=1 
k Ek 
> 2 pupub LX, 
j=1 i=1 
" k k k 
5 二 这 2 PiY; + > > Pp Phi Yj i? 
J=1 了 二 工 ， 过 = 
于 是 
aQ 
一 一 7 十 , ;二 0， 
7 三 1 2，…，R， 
等 价 于 
k 
ot 2 el nt 
| 
或 


区 一 pa Oo 十 Di O1 十 十 及 CR -1， 


> 十 十 eo. 十 本 
C2 一 plO ”oilOo PARK -2 (8_27) 


[ = Our it Pepe 2 tt paoo. 
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写成 矩阵 式 为 








| 1 1 Og-1 Pp1 1 
01 1 Ok-2 (hp2 O02 (8 728) 
LO Pea2 1 从 Ok 














(8.27) 式 说 明 , 由 目 相 关 函 数 的 值 可 以 求 出 偏 相 关 函 数 gy .系数 gp =1,…,) 
可 以 由 (8.28) 式 直接 求解 . 现在 给 出 求解 mw 的 常用 递 推 式 : 








P11 一 0， 
k k 
J Es 1 
人 = Sw Su 0 (1 > DS pps) 》 (8.29) 
J=1 j=1 
PR+1 7 pj ee (kt+1, k+l De p41 j?] 一 L323 
事实 上 ,用 +1 代 (8.28) 式 的 得 
1 Oi 
O01 1 省 Ck-2 Cg-1 kp+1,2 C2 
Ok Og-1 A 1 1 (Dkr+1,k+1 (Ok+1 


















































| 1 OA1 ”Op-i | Pei 1 Ok 
O01 lL CO Pers| Io Ce-1 
3 3 。 。 ~ ktl,k+l 
LO -1 Pe-2 ] LDPE LO O1 
即 
Ok+1,1 1 01 Og-1 : 1 
Ok+1,2 加 1 1 (Ok-2 02 
LOk+1,k LO -1 Or 1 (Ok+1 
I， 
01 1 Ck-2 Or-1 
~ p+t1,k+l ， 
Ce-1 Or-2 ] O1 
hk1 Dkk 
| Ye Oksk-1 
~ pti,sk+l : 2 
L Opp LL Ok 
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于 是 
et1sj PE Pktiskt1 Pk,kt1 ;=1," ,Ek). 
又 由 (8.27) 式 有 
k+l1 
1 > Dkr+ 1,jOk+t 1 
j=1 


Ok+1 a > Ppt 1, jkR+t1- ji 
j=1 
k 
一 prTA+1 二 及， Co a 
j=1 
k 


k 
= Periprit 入 WO Pet1,k+l1 > ; Dp, p+1- jOR+1- i 
J=1 j=1 


k k 
加 六 Pu!1 ) 十 OE OR+1-j? 
l=1 j=1 


一 k+l1, k+l ( 
故 
k 
pri,kr1 二 (os — 3 jg ) (1 > pops) ， 
例 8.6， 求 下 列 模型 的 偏 相关 函数 ， 
d) X +0.5X ,—0.4X, ,—a,; 
0) = 0 全 久 二 估计 史 
解 (GD) 因为 是 ARC) 模 型 , 例 8.3 中 已 求 得 自 相 关 函 数 为 


D1 Op-1 十 > Ok -2 (R 之 2) ， 





令 (8.29) 式 的 


We 
9 
= 一 0.833, 祈 


tf 中 gp = 一 0.5;, po =0.4, 由 (8.29) 式 得 ou = po 


一 Go， OO Di ) 可 一 而 “eo =0.4, 044 =0 (R 志 2) . 
CO) 岂 ARMA .了 DD) 模型, 例 8.4 己 推出 自 相 关 函 数 为 


dp0) (9-0) , 
ee | 1 1 ! (天主 1)， 


中 wp, =0.5,0,=0.3, 代 入 上 式 得 


0 ee 
0.215, 令 (8.29) 式 中 =1, 得 gp,, = (oo 一 p94) (1 
py pu 二 0.191 再 令 (8.29) 式 中 名 =2, 并 代入 


NN 


二 1, 得 














由 (8.29) 式 得 pi = pi 
oo) =0.113, 9 = Oo 一 
o =0.108,o; =0.054 得 

=0.19， 


3 一 P33 Pal =0.111. 
依次 递 推 可 求 出 名 个 仿 相 关 函 数值 . 


P31 P21 P33 P22 


再 令 上 三 3, 求 0D44 Dat? Pa P43 
例 中 Q) 的 求解 过 程 即 为 具体 的 递 推 程序 . 
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对 于 ARMA (pp,9) 模 型 ,p(B) X= 904B)a,; 由 C8.19) 式 的 逆转 形式 


w=TGB)X= 3 (~1)BX, ,= -1), 


说 明 有 限 阶 的 ARMA po) 序列 或 MA (9) 序 列 可 以 转化 为 无 限 阶 的 AR (jp) 序 
列 . 因此 ,它们 的 偏 相 关 函 数 将 是 拖 尾 的 . 

以 上 对 平稳 时 间 序 列 的 特性 进行 了 理论 的 分 析 , 上述 结果 对 初步 识别 平稳 
时 间 序 列 的 类 型 提供 了 依据 ,我 们 将 这 些 结果 列 于 表 8 一 1. 






































表 8-1 
模型 

类 别 AR (p) MA (g) ARMA (p, g) 
Se 
模型 方程 p(B)X,= a, X, = 0(B)a, p(B)X,= 0(B)a, 

o(B) =0 的 根 p(B) =0 的 根 
平稳 条 件 无 条 件 平稳 

全 在 单位 圆 外 全 在 单位 圆 外 
自 相 关 函 数 拖 尾 截 ” 尾 拖 尾 
俩 相关 函数 截 尾 拖 尾 
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上 节 讨 论 了 模型 的 识别 ,是 根据 理论 自 相关 函数 或 偏 相关 函数 是 否 截 尾 来 
判断 .但 是 ,在 实际 中 人 们 所 获得 的 观测 数据 只 是 一 个 有 限 长 度 N 的 样本 值 
zx，…, zy， 由 它们 算出 的 样本 自 相关 函数 bj 和 样本 偏 相关 函数 只 是 ps 和 gw 
的 估计 值 . 由 于 样本 的 随机 性 , 其 估计 总 可 能 有 误差 . 故 对 于 AR (p) 序 列 , 当 
上 > p 时 , pi 可 能 不 会 全 为 零 ,而 是 在 零 附近 波动 , 同 理 ,对 于 MA (g) 序 列 , 当 
> g 时 ,2 也 可 能 不 会 全 为 零 . 本 节 讨论 的 问题 ,就 是 如 何 用 样本 自 相关 函数 和 
样本 偏 相关 函数 来 推断 模型 的 阶 。 

一 、 样 本 自 相 关 函 数 和 样本 偏 相关 函数 


设 有 零 均 值 平稳 时 间 序 列 {X,} 的 一 段 样本 观测 值 x ,…, zn, 样本 协 方差 











N—k 
2 = = 六 wns R=0,1 "N=1): 
(| 


易 知 , yi 是 7 的 无 偏 估 计 , 但 不 一 定 古 非 负 定 的 . 故常 用 如 下 估计 式 代 奉 yi : 
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1 N-k 
j= >) zx =01 NI (8.30) 
同 理 样本 自 相关 函数 定义 为 
a 
b= k=0,1,.,N-—1) (8.31) 


0 


(8.30) 式 是 yi 的 有 侦 佑 计 , 但 {X) 是 非 负 定 的 . 事实 上 , 设 当 :>>N 或 :<0 
时 ， Zz; 二 0, 对 于 任意 的 m 个 实数 入 2 





N-1j-il 


1 2 Ey 和 
> Dh i 二 > ea+ 1j- i 
= 2 一 
] 二 惰 党 
一 六 > 2 AiA; 之 pi 1 让 
1 m m Co 
六 2 > AiA; D3 Tdit ji 


i=1 J=1 t=-% 


0 之 Ri 


2 A ) 之 0. 
实际 问题 中 , N 一 般 取 得 较 大 50) ， 故 (8.30) 式 看 作 是 渐 近 无 偏 的 .由 


于 人.30) 式 的 估计 误差 随 & 增 大 而 增 大 , 一般 取 有 &<NM4( 贡 取 有 &= NA0 左 
右 ) . 


由 .31) 式 计算 得 后 ,代入 8.29) 式 即 得 gi 的 值 . 
二 、px 和 gw 的 渐 近 分 布 及 模型 的 阶 


下 面 不 加 证 明 地 给 出 {pi} 和 {pw} 的 渐 近 分 布 . 
Gd) 设 {X,} 是 正 态 的 零 均值 平稳 MA (g) 序列 , 则 对 于 充分 大 的 N, pi 的 分 


布 渐 近 于 正 态 分 布 N (0, 志 (1 + 2 总 ) ) .由 正 态 分布 的 性 质 知 ,有 








网 1 4 ~ N12 
P| Ok < 有 Ut ~ 68.3%， 
~ A 2 a 1 /2 
或 Pa < 高 L41228) ja 95.5%, 
实际 应 用 中 ,因为 g 一 般 不 很 大 ,而 N 很 大 ,此 时 常 取 
六 (+ 2> 名 ) 六 ， 
即 认为 六 的 分 布 渐 近 于 正 态 分布 N 0, 4 A/N)*), 于 是 有 
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或 P {Ila |< )~95.5%. 


于 是 ,wi 的 截 尾 性 判断 如 下 :首先 计算 o,，,…,pv ( 取 M=N A0 左右 ), 因 为 g 值 
未 知 , 故 令 g 取 值 从 小 到 大 ,分 别 检 验 po,,, ,7p,,,，,…, pm 满足 

[a Rs 起 | 入 < 
的 比例 是 否 占 总 个 数 M 的 68.3% 或 95.5%. 第 一 个 满足 上 述 条 件 的 g 就 是 As 
的 截 尾 处 , 即 MA (9) 模 型 的 阶 数 . 

(2) 设 {X,} 是 正 态 的 零 均值 的 平稳 AR (p) 序 列 , 则 对 于 充分 大 的 N, pi 的 
分 布 也 渐 近 于 正 态 分布 N (0,; 4 /VN)?). 所 以 ,可 类 似 于 41) 的 步骤 对 py 的 截 
尾 性 进行 判断 . 

G) 车 {pi} 和 {pw} 均 不 截 尾 ,但 收敛 于 零 的 速率 较 快 , 则 {X,} 可 能 是 
ARMA (p;9) 序 列 .此 时 阶 数 p 和 g 较 难 于 确定 ,一 般 采 用 由 低 阶 到 高 阶 逐 个 试 
探 ,如 取 (p,9) 为 4;1), ,2), QQ,1),… 直 到 经 检验 认为 模型 合适 为 止 . 

例 8.7 设 从 观测 样本 大 小 N=150 的 时 间 序 列 数据 计算 得 样本 自 相 关 函 
数值 和 偏 相关 函数 值 如 表 8 - 2. 




















表 8-2 
k 1 2 3 4 5 6 7 
Og 0.80 0.59 0.42 0.32 0.25 0.17 0.10 
Pi 0.80 —0.15 0 0.08 —0.03 —0.06 —0.02 
k 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
Ox 0.05 0.03 0.03 0.03 0 -0.05 -0.07 -0.08 —0.04 
Pi 0.02 0 0.04 -0.02 -0.09 -0.04 0.01 0 0.09 





因为 2/N=0.163,; 从 表 中 数据 看 出 ,oi 随 k 增 大 趋 于 零 , 但 不 能 认为 是 截 尾 
的 .而 cx 有 截 尾 性 ,从 &=2 起 它 取 值 的 绝对 值 都 小 于 0.16, 故 初 步 识 别 该 序列 
属于 AR (1) 模 型 . 由 于 | 9,, | =0.15 很 接近 于 0.16, 故 也 可 以 考虑 它 是 AR @) 
模型 . 

例 中 看 出 模型 的 识别 有 一 定 的 灵活 性 ,同一 序列 可 以 考虑 不 同 的 模型 拟 合 . 
但 是 ,在 样本 大 小 N 一 定时 ,模型 的 阶 数 尽 可 定 低 , 因 阶 数 越 高 ,各 种 参数 估计 
精度 会 降低 . 在 实际 应 用 中 , 应 根据 实际 效果 的 好 坏 进 行 考核 模型 是 否 可 以 接 





$8.4 模型 参数 的 估计 187 


受 . 当然 ,在 理论 上 也 可 以 探讨 较 精 确 的 识别 模型 方法 ,或 对 模型 进行 理论 考核 
的 方法 . 下 面 将 进一步 讨论 . 


三 、 模 型 定 阶 的 AIC 准则 
现在 给 出 赤 池 提出 的 AIC 准则 定义 为 
AIC(k)=1n 6 +2k/N (k=0,1,., 1), 
并 中 和 > 9;Y;s NN 为 样本 大 小 , 工 为 预先 给 定 的 最 高 阶 数 . 
NE = min AICC)， 则 定 AR 模型 的 阶 数 为 p. 


同 理 , 对 于 ARMA 序列 的 AIC 准则 定义 为 
AICtn,m)=lno+2+m+1)/N. 
PAT Cp _min AIC(n, m) 则 定 ARMA 模型 的 阶 数 为 (p,qg). 其 中 
是 相应 的 ARMA 序列 的 o 的 最 大 似 然 估计 值 . 
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当选 定 模 型 及 确定 阶 数 后 ,进一步 的 问题 是 要 估计 出 模型 的 未 知 参 数 . 参 
数 估 计 方法 有 和 矩 法 、 最 小 二 乘法 及 最 大 似 然 法 等 . 这 里 仅 介 绍 矩 法 . 它 虽然 较 
粗 米 , 但 较 简 单 , 且 在 有 些 情况 下 ,算法 与 其 它 较 精 确 估 计 很 接近 . 


一 、AR (p) 模 型 的 参数 估计 


设 {X,} 的 拟 合 模 型 为 
和, 三 DA 1 + "+ OX, ,+a,. 
此 时 要 估计 的 参数 为 p,q,，…, gs 和 利用 (8.15) 式 和 (8.16) 式 ,将 各 参数 
换 成 它们 的 估计 ,可 得 











Pi | 】 Oi a Rp 01 
Gal we po 4 ， (8.32) 
pp, Op 1 0p- 2 1 0 

> - = > op) | (8.33) 


(8.32) 式 和 (8.33) 式 是 ee \ 趟 . 
二 、MA(qg) 模 型 的 参数 估计 
设 {X,} 的 拟 合 模型 为 
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和 
此 时 要 估计 的 参数 为 9, ,0,,…, 90, 和 oa. 利用 (8.10) 式 ,将 各 参数 换 成 估计 ,得 
_ Go 0 0 0 
人 
上 式 是 参数 的 非 线性 方程 组 , 可 以 直接 求解 ,也 可 以 用 其 它 方法 求解 . 下 面 介绍 
用 从 代 法 求解 的 步骤 . 首先 将 (8.34) 式 写成 


(8.34) 





站 

的 二 
人 (8.35) 
内 了 总 本 

CR 


然后 ,选取 一 组 初始 值 ,如 0, (0) =…=0, 0) =0,c (0)= 7 (或 o (0) = 
,代入 (8.35) 式 右边 ,可 得 一 步 迭 代 值 

0 0D or BL, 
再 将 它们 代入 (8.35) 式 ,可 得 二 步 达 代 值 . 








a 


2 CO) = 人 


k=:1 


wy 


1 Q) =— pr + pip; + *** + pss po 

二 和 六 再 OD ee 0 a 

(2) Sry 

0, Q) =-—p, 

如 此 重复 迭代 , 直至 co (oo 与 co Cm 一 1 上 ,0 04) 与 0 1 (m 一 1) 变 化 不 大 ,达到 
精度 要 求 为 止 . 此 时 参数 的 估计 值 为 cs =azs Cm) ,0,=0, bm) (k=1,*…,g). 


OD OD 





三 、ARMA (p,q) 模 型 的 参数 估计 


设 {X,} 的 拟 合 模型 为 
SC 作 疙 证 生 人 
此 时 要 估计 的 参数 为 p ，…，p ,0 ,0 ，, 呈 ， 可 以 按 下 列 步骤 进行 估计 ， 
第 一 步 , 先 求 AR 部 分 的 参数 估计 值 wm . 
利用 (8.23) 式 ,将 参数 换 成 它们 的 估计 ,得 
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Pi Op Pa-1 ”Popri Pari 
Py| | Oari Pg Oo -or Oar+ ?2 





Pp, ee 1 Oa 2 0, Cg+tp 
这 里 由 于 未 考虑 MA 部 分 的 作用 , 故 所 得 的 wm 是 近似 值 . 
第 二 步 , 令 Y, = X, 一 91X，, 一 … 一 9,X，,; 得 YY, 的 协 方差 函数 为 


yy (YY) =ELY, YS ~ > | es 
p p 和 
区 i i Va a po Ss 
由 得 多 (y) 的 表达 式 
7 (Y)= > > PiPiYer ji 
第 三 步 ,把 {Y,} 近 似 看 作 MA Cg) 序列 , 即 ARMA (p,q) 模 型 改写 成 
A 
此 时 可 用 MA (g) 模 型 参数 估计 法 得 cz ,0,,…,0,. 
利用 以 上 介绍 的 模型 参数 估计 方法 和 公式 ,一 般 可 以 在 计算 机 上 进行 各 种 
参数 估计 . 作为 例题 ,对 较 低 阶 数 模 型 , 可 以 采用 解 方程 的 方法 , 直接 求 出 参数 
估计 的 表达 式 . 
例 8.8 求 AR4) 模 型 和 ARQ@) 模 型 的 参数 估计 式 . 
解 ” 利 用 (8.14) 和 (8.16) 式 ,对 于 AR Gd) 模 型 有 
OO On Ye 0 yy 
对 AR Q) 模 型 ,有 








01 = Pp1+ pap1 02 = pip1 二 Po， 
解 得 
0 
a 
例 8.9 求 MAG) 模 型 和 MAC@) 模 型 的 参数 估计 式 . 
解 ”利用 (8.34) 式 ,对 于 MA GD) 模 型 ,有 
y, =o (+0)，7 =o (一 人 2)， 


代入 第 一 式 得 
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人 


解 得 
ee i 
0u 二 yo 2 2 
将 有 代入 9, 式 中 ,得 
9 -20 
l= 6 


注意 到 可 北 性 条 件 ,应 取 |9, | <1. 因为 
20, ,2p 


1+y1-4p: 1—% 1—463 





> 
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1+V1-4p| 
20 下 人 
故 取 9, = a 7 = 了 种 . 对 于 MA C) ,可 类 似 MA 41) 进行 


1+V1-48 


1 1 1 上 
= 地 一 一 一 ~ 一/ (Pp;+ 才 一 六 
” 2 40, 2p, 性 . 











其 中 “+ ”号 依 2 >0 或 <0 分 别 取 “- "或 <+” 
» Oi ~ ~ 02 


人 


$8.5 模型 的 检验 


由 样本 观测 序列 {zx, ;z=1,…,N}, 经 过 模型 的 识别 、 阶 数 的 确定 和 参数 估 
计 , 可 以 初步 建立 {X,} 的 模型 . 这 样 建 立 的 模型 一 般 还 需要 进行 统计 检验 ,只 
经 检验 确认 模型 基本 上 能 反映 {X,} 的 统计 特性 时 ,用 它 进行 预测 才能 获得 展 好 
的 结果 . 模型 的 所 谓 自 相关 函数 检验 法 . 其 基本 思想 是 , 如果 模 型 是 正确 的 , 则 
模型 的 估计 值 与 实际 观测 值 所 产生 的 残 差 序 列 a, = x, 一 x (t= 二 1,…, 和 NN) 应 是 
随机 干扰 产生 的 误差 , 即 {a,}) 应 是 白 噪声 序列 . 否则 ,模型 不 正确 . 

设 zzzN 为 观测 序列 ,不 妨 设 初 步 选 定 为 ARMA (p,q) 模 型 

Qi 二 Xi 一 DA 一 一 DAXK ,+ Oa,1+'"+ Oa; 


i-g? 
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代入 参数 估计 和 观测 值得 
i 0 0 ,+*…+Oa 
(i=1,2,.…,N), (8.36) 
在 上 =0 作为 开始 时 刻 , 则 上 式 中 对 于 i 过 p,i 过 gq 的 下 标 为 零 或 负 的 项 ,其 取 值 
规定 为 零 ,由 (8.36) 式 得 
Q1 二 1， 
0 0 
Qs = Xs 0 
ee 
QN 二 ZN 一 Di Ms 0 QN-_1. 
现在 的 问题 是 要 检验 假设 责 : {a,;,t=1,2,…,N} 为 白 噪声 序列 . 
由 a ,a;，…, an 计算 序列 的 协 方差 函数 和 上 自 相 关 函 数 估计 值 , 记 
ys a) = 六 > aasrs (k=0,1,*, M), 
其 中 M 取 N 40 左右 . 


是 人 
Yo (a) 
可 以 证 明 ， 当 H, 为 真 时 ， 对 于 充分 大 的 N, CMV No (a), V No， (a), “°° )y 
V Nom (ca)) 的 联合 分 布 渐 近 于 M 维 独 立 标 准 正 态 分 布 N (0, Tvw). 于 是 ,统计 


三 -中 


里 


Ok (a) = (k=1,2,.…, MD. 








M 

Qu=N 2 0; (a) 
服从 目 由 度 为 M 的 x 分布. 由 假设 检验 理论 知 ,对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a, 查 
表 得 ?2 (MD ,着 计算 得 Qw > x? 4M), 则 在 水 平 a 上 否 定 假设 HH,, 即 所 选择 的 
估计 模型 不 合适 ,应 重新 选择 较 合适 的 模型 ,否则 ,就 认为 估计 模型 选择 合适 . 
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根据 时 间 序 列 观测 数据 ,建立 了 一 个 与 实际 问题 相 适 应 的 模型 后 ,就 可 以 利 
用 过 去 和 现在 的 观测 值 ,对 该 序列 未 来 时 刻 的 取 值 进行 估计 , 即 预报 . 关于 预报 
效果 优 劣 的 标准 , 下面 采 用 的 是 在 平稳 线性 最 小 方差 意义 下 的 预报 . 


一 、 最 小 方差 预报 


设 {X,} 是 零 均值 平稳 序列 , 并 假定 它 是 正 态 的 . 令 X, (了) 表示 用 时 刻 z 及 
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它 之 前 的 全 部 观测 数据 , 即 {X ,X ，，…} 的 取 值 对 未 来 上 + 7 时 刻 的 X  ，C >0) 
的 取 值 所 作 的 预报 . 

现在 的 问题 是 ,要 找 出 一 个 如 下 形式 的 线性 函数 : 

Ds 
使 预报 的 误差 均 方 值 
Ele 0 TF=ELX,,—X,WQ)T=min. (8.37) 

这 样 的 X (0) 称 为 X ,的 线性 最 小 方差 预报 . 

由 于 {X, ,X， ，，…} 一 般 是 相关 的 , 故 X QQ) 用 它们 的 线性 组 合 形式 表示 不 
便 研 究 , 为 此 先 介绍 几 个 定理 . 

对 于 零 均 值 正 态 ARMA (p,g) 序 列 , 利用 其 等 价 的 传递 形式 和 逆转 形式 ， 








今 
% = {XI1X= cc 实数 ,yc < %}， 
J=0 j=0 


A = {ala = 3 da id 实数 ,》 < co 
j=0 j=0 


则 有 多 = 4. 事实 上 ,对 任何 YE wh, 必 存在 实数 ww，>》) ww<%,; 使 Y = 


J=0 


ya， ， 利用 逆转 形式 (8.19) 式 , a， 均 可 表示 成 X, 的 线性 组 合 形式 , 故 YE 
»3 7 kj 7 


交 ; 反 之 ;对 任何 YE 多, 利用 传递 形式 8. 18) 式 , X，, 均 可 表示 成 a 的 线性 组 
合 形式 , 故 YE 以 . 
对 于 正 态 平稳 序列 ,满足 (8.37) 式 的 平稳 线性 最 小 方差 预报 文 , (17) 就 是 
X,, ,在 给 定 {X,, XX,，,，…} 时 的 条 件 均 值 , 且 表 示 成 
XC | | 
=ELXs|%. J ELX53| (8. 38) 
最 小 方差 预报 具有 下 列 性 质 : 








GD ELS eX ii 由 = 5 oFELX, ,|%]; (8.39) 
J=0 J=0 
0 .Ss 
人 [| i (8.40) 
k+l |p k+l | Vk [有 a 
0, />0, 
G) 人 (8.41) 


La ，， /二 0. 
定理 8.5 设 零 均值 ARMA (p, 9g) 序 列 {X,} 具 有 传递 形式 X = 


> Ga ， 其 中 G, 为 格林 函数 , 则 
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XX (7) 一 > Ci CA 六 (8.42) 
人 ZL 一 1 
D[Le (0) |=0 > G6. (8.43) 


证 因为 义 , 1)E .wy, 故 有 
KX (= dj a (8.44) 
De EL XX 


= Copy 学 dj ax ll 
jE0 


j=0 

1-1 oo 
| CQ 1 j »3 (Gi1— dj ) a a 

j=0 3=0 


li-1 oo 
二 > GiE bes 中 NG [ps 让 


[> G2 + > CO | 
显然 , 当 取 G ,= aq) 时 ， 有 


DlLe, (00) |=6o 人 G’; 全 min. 
(8.43) 式 得 证 . 再 代入 (8.44) 式 即 得 (8. 41) 式 ， 证 毕 . 
定理 的 (8.41) 式 给 出 了 计算 /7 步 预测 值 的 格林 函数 方法 ,格林 函数 G 可 由 
ARMA (p,g) 模 型 的 参数 递 推 计算 . 
当 d; = G;, 1/ 时, 易 知 
PR PR 0 





tN Ns 
这 说 明 & 时 刻 的 一 步 预报 误差 就 是 a,,, ,因此 D Le 4) ]=0. 
在 正 态 性 假定 下 , X,, ,对 于 给 定 {X,, 六 ;，…} 的 条 件 分 布 为 N (X, (7)， 
DLe, 0) 有 ,因此 ,X,, ,的 1 一 a 置信 区 间 为 
(K, DD- Gd+GA+T…+G3  )120， 


KX, (DD+twu, Lt+OG++G 0, ) (8.45) 
定理 8.6 设 {X,} 是 零 均 值 ARMA(p,g) 序 列 , 则 有 预报 的 差分 方程 
Ro rp NL (8.46) 


证 因为 
X71 = PX 1 t+ pAXprs pt a 
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三 全 
当 />g 时 ,由 (C8.41) 式 可 得 
| 
SRD GN A 
SC 
证 毕 . 
定理 表明 , 若 g 步 以 内 的 预报 值 文 , 0) ,，…，, X (0) 已 知 , 则 超过 g 步 的 预报 
值 可 由 (8.46) 式 推 得 . 
特别 , 当 {X,} 是 MA (gq) 序列 时 , (8.46) 式 变 为 
人 (8.47) 
这 表明 ,对 于 MA (gg) 序列, 超过 g 步 的 预报 值 为 零 . 
定理 8.7 设 {X,} 是 零 均值 ARMA (pp,g) 序 列 , 则 有 预报 递 推 公式 
三 人 | (8.48) 
证 由 (8.42) 式 有 











Co 


Xi (7) = Dp GjQpr1 j= CQ 十 > Cr jdpr1; 
= 


J=0 


= 加 Ed + SS Gyri a ; 
j=0 


=G, LX,,,— XQ) + (0+1)， 
证 年， 
定理 表明 ,基于 &+L1 时 刻 的 2 步 预测 值 ,可 由 该 时 刻 的 观测 值 与 基于 前 
时 刻下 的 2+1 步 预报 值 递 推 而 得 . 


二 、 各 种 模型 的 预报 方法 


GdG) AR (op) 序 列 的 预报 
由 (8.46) 式 , 令 g=0 即 得 AR(p) 序 列 的 预报 递 推 公式 
KD = p+ + pK, -pp CC>0). (8.49) 
对 于 /过 0, 显然 有 








Rg (8. 50) 
其 中 wo (i =1,…,p) 是 由 样本 序列 确定 的 估计 值 , 由 (8.49) 式 和 (8.50) 式 可 得 
DD 0 
0 sp Ns 
X (pIEm RN BT A 
X= Dro OSD). 


(8.51) 
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从 (8.51) 式 看 出 ,对 于 AR (pp) 序 列 ,其 预报 值 X (2) 计算 只 需 用 到 有 时刻 
前 的 p 个 观测 数据 XX, , XX，,,…,X，_,,,. 预报 精度 随 步 数 1 增 大 而 降低 . 
利用 (8.45) 式 确定 AR (pp) 序 列 的 X,, ,的 1 一 a 置信 区 间 时 ,其 格林 函数 
G; 9 = 二 1,…,7 一 1) 可 用 下 列 方法 递 推 而 得 . 
因为 AR (pp) 模 型 为 pq (B) X,= a, 传递 形式 为 X,=G(B)a,, 代 入 上 式 得 
p(B)G (BB)a,= a,, 
og(B)G B= 4-pB-… -9B) Ut+GB+G,B +)=1. 
上 式 展 开 成 B 的 级 数 , 并 比较 系数 可 得 
Gp =0G -Gp p=0,G -Gp Gp ~ P=0,"° 
递 推 解 上 述 方程 组 ,可 得 
Gi=9p GG = 9 + 9 G3 = pt29 p+ 9 (8. 52) 
Gr dp pt Dp po tpt a 
例 8.10 求 AR (4) 序列 的 预报 式 . 
解 AR (由 模型 为 X, 一 pg, XX， | = a,; 由 (8.49) 式 得 
Xi (DD = 0 XK = 30, 
将 初始 值 广 , (0) = X 代入 上 式 得 
X10 Xs 
义 ; (1) = ov, X, (1 =1)= pi X,. 
例 8.11 设 有 ARQ) 模 型 
XR 0 
已 知 X, =7.61, X,_, =6.02,c2 =0.08: , 试 求 第 三 步 预报 值 及 X， ,的 95% 置信 
区 间 . 
解 ” 由 (C8.51) 式 可 得 
X11 2 =050X,.. S12X7.61=0.55X6.02=9.,821; 
XX, 0) =1.2X, (1) —0.55X, =2.799 5, 
文 , G) =1.2X, Q) -0.55X, (1) =0.157 9. 
查 表 得 wx ,,, = 1.96, 故 
XX, GB) +tu,, I+G +G 60,, 
0.158+1.96vV 1+1.2 +0.89 x0.08; 
即 X,, ,的 95% 置信 区 间 为 (0.124,0.440). 
Q) MA (g) 序 列 的 预报 
关于 MA (gq) 序 列 的 预报 . 这 里 简略 介绍 平稳 预报 的 逆 函 数 方法 和 预报 向 
量 递 推 方法 . 
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类 似 于 ARMA (p,g) 序 列 的 道 转 形式 (8.19) 式 , MA (g) 模 型 的 逆转 形式 为 
SR 0 HE Es 


恩人 丰采 和 三 > DX, (8.53) 
j=0 j=0 
其 中 1(B)= 0 '(B)=1 一 >) LB', 了 J 为 逆 函 数 . 
j=0 


利用 X = >， LX,， ;+ a， 并 根据 最 小 方 靳 预报 性 质 (8.39) 一 (8.41) 式 ,可 
以 推 得 
X= 3 XU p35. a (8.54) 


申 于 六 07 1 DD 也 是 se 1,…) 的 线性 组 合 , 故 可 令 


0 Si TR (8. 55) 
当 />g 时 ,由 (8.47) 式 ,有 文 , 1) =0, 于 是 得 预报 公式 


文 es 1< /< gq, 
k J=1 


将 (8.55) 式 代入 (8.54) 式 ,并 比较 系数 可 得 
{5 1=1, 
(DD 


1 =< 二 (8.57) 
es dg 
i=1 


(8.56) 


(8.56) 式 是 一 个 无 穷 级 数 和 , 由 于 实际 所 能 观测 到 的 数据 总 是 有 限 的 , 有 旦 规定 
X,=X ,=…=0. 故 采用 有 限 和 代替 得 








k 
KX, DE TX ; d 委 /和 0)， (8. 58) 

其 中 卜 的 大 小 可 以 根据 精度 要 求 适当 选取 ， 

实际 应 用 中 ,往往 要 求 连续 预报 , 且 每 获得 一 个 新 数据 后 ,应 立即 用 于 对 未 
来 作 预 报 , 用 上 述 方法 会 使 计算 量 和 存 贮 量变 得 相当 大 . 下 面 介 绍 的 预报 向 量 
递 推 法 可 以 适当 减少 计算 量 和 存 贮 量 

由 MA (q) 模 型 X = 09(B)a, 及 传递 形式 X= G (B)a,, 得 G,= -0Qd 委 / 
过 gq) ,代入 (8.48) 式 ,得 
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XE WE (1) 十 太 ， (2) — 0, X,,1; 
J Xi 022 = 0,X, (1) 上 G3) = ery 








Xe 1 I C0 Rr 2 
Ke (O00 OR C1 0 Xi 
于 是 得 预报 矩阵 式 
pn 0 1 0 文 , (1) 
X00 09, 0 1 ph 
KX,,, (gq—1) 0 ， 0 1 11X (gq—1) 
文 ，， (gq) 0 0 0 … 0l!l XX) 
| es (8.60) 
Gas 
区 
递 推 初 值 可 定 为 义 ， d) = 广 C) =…=X (gq)=0. 


若 称 文 ;?” 二 (XQ) ,…, 义 , (q)) "为 预报 向 量 , 则 (8.60) 式 表示 由 预报 癌 量 
义 ,?” 北 推 廊 :? 的 关系 式 . 
例 8.12 试 写 出 MA QD) 的 预报 公式 . 
解 ”因为 g=1, 故 2>1 时 ,X (1)=0. 由 C8.54) 式 得 
KX, d)=0X Gd) 一 0OX 
由 于 模型 阶 数 低 , 也 可 用 逆 函 数 法 求 预报 公式 . 
南 全 7) 式 :有力 了 各 冯 17 又 击 的 交 2 趟 ;和 


1 
1-0B 





"(be 
比较 两 边 系数 得 





es 六 十 区， 
7=1 


于 是 1”= 一 人 ,代入 (8.56) 式 ,得 预报 公式 


文 4) = > CO 3 2 


例 8.13 己 知 MA 0) 模 型 为 
X,=a,—0.Sa, ,+0.6a,,; 
试 求 预报 公式 . 
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解 ” 由 (8.60) 式 ,得 预报 问 量 递 推 公式 

dl | 2 [x 

RO 0 0 0) 9, 


Ee a ed Le | 
a i 2 
-0.6 0--X O) -0.6 


下 面 用 逆 函 数 法 求 预报 公式 . 
因为 X=0CGB)a=Qd=-0.S$B8+0.6B?)a 由 人 .53) 式 ,有 
_ ra 1 
: > 1 es 1-—0.5B+0.6B’ 
EE 
1-0.3B 1-0.2B 
35092 OB 
= 097 S20.27 IB. 
比较 系数 得 


T2027 3 OFD 
于 是 , 由 (8.57) 式 得 
T2020 0 
7 0 
+ QQX0.2)= "X03 0230,.2)7] 
全 | 0 
代入 (8.58) 式 得 


k 
XK: (Ves > QXO02 =3X0.3 Xj 


XO > GX0.m =X 
G) ARMA Cp; 序列 的 预报 
类 似 于 MA (g) 序 列 , ARMA pg) 序列 也 可 用 逆 函 数 方法 和 预报 向 量 法 递 
推 预报 . 
ARMA(p 9) 序列 用 逆 函 数 直 接 预 报 公 式 为 
Xt A 1 (pe 
= (8.61) 
当 1 >>g 时 , 义 , Q) 关 0, 预 报 公 式 如 (8.46) 式 ,或 者 说 与 AR (p) 序 列 的 预报 公式 
@.49) 式 相同 . 这 是 与 MA (gq) 序列 不 同 之 处 . 此 时 (8.61) 式 (CO) = … = 
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da, (1 — g)=0. 
当 1 过 1 过 g 时 , 令 (8.61) 式 中 171=1,…,g, 即 可 得 各 步 预报 公式 , 其 中 
Qi Ca (1 一 g) 可 以 按 MA (gq) 序 列 预报 方法 得 到 . 
关于 预报 向 量 递 推 公式 ,分 别 令 (8.48) 式 的 1=1,…,g 一 1 可 得 
Be (1)= —G,X,d)+X, QQ)+G,X,,,, 
NG 
NO 
关于 X (oo) 的 值 , 可 按 下 列 情况 确定 . 首先 记 
， 9， 1< 入， 
0 j>p. 
再 令 (8.48) 式 中 /= g, 且 由 (8.46) 式 可 得 
1” 当 pg 时 
Xa) sO XD FE Xe tgt 1 TG Xs 
= GX CR (gO te AN OP) 
tt pK 1) + GX 
2 p>qg 时 
Ki (gq) = — GK DD) + pr XCq) + + po (1) 
本 
二 


q—1 


亡 
十 D3 ;i A ar + CrvXeii， 








于 是 ,可 得 预报 向 量 递 推 公式 为 
2 1 0 
= 人 
om = : : 0 
2 0 0 0 1 
ye pa po- 0 0 > Pi 
: | 
可 
半 | 汪 : ) (8.62) 
Ga-i SS CR 
由 Bh 





其 中 XX a (Xn (eX (Ds (9)) ， 
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p 
1 lb 
J]= q+1 
X, (g) 二 (0. 
例 8.14 己 知 ARMA4,2) 模 型 为 
X,—0.4X, ,=a,—0.Sa, ,+0.6a,,; 
试 求 预 报 公 式 . 
解法 GD) 利用 递 推 预报 公式 (8.62) .因为 
p(B)=1-0.4B,0(B)=1-0.5B+0.6B’, 


故 
A _1-0.5B+0.6B’ 
人 (BIONB) Sn 
> 4=0.5B+0.6B’) (0.4B)’= > GB'. 
比较 系数 得 G, = 一 0.1,G,=0.56. 因为 pg; = gpg; =0 9 = 2 对 于 


1 过 1/ 声 2, 由 (8.62) 式 得 
No 1 -G 1 1rX,d) G 
a eg a 
X,, 1 (2) 人 @) G, 
| 0.1 1 I | ee 
一 十 > 
—0.56 0.4- -X, ©Q) 0.56 
当 1 >2 时 ,由 (8.46) 式 得 
Xe 
BX C0 dX DE 
解法 Q) 用 逆 函 数 直 接 预 报 . 当 />g=2 时 ,预报 公式 与 4d) 相 同 . 当 1 过 
/过 2 时 , 由 (8.19) 式 得 


1—0.4B 
1-0.5B+0.6B’ 





1(B)=07 (Bg(B)=1- 3 1B’= 


= "(104B) > GX0.39=2X020B 
J=0 
= >，Gx0.3 -2x0.2)B 
j=0 


- BD) 0.4Gx0.3 -2x0.2)B" 
j=0 


1 L030 X30 
j=1 


— (0.2—0.4) x2x0.271]B 
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= X07 0 D8, 
j=1 
比较 系数 得 了 =0.3 一 2x0.2’, 由 (6.57) 式 ,得 
i 
St 
=0.3 —2xX0.2" 
+ (0.3-2x0.2) (0.3’—2x0.27) 
= 0 
由 (8.56) 式 得 预报 公式 为 
XD S03 S20 
j=1 


本 2 0 200.37 =2 X02 Xs 


以 上 所 讨论 的 预报 都 是 假定 {X,} 是 零 均值 的 , 若 其 均值 显著 地 非 零 , 则 所 
有 预报 公式 中 的 预报 值 XX, (7) 必须 用 X (CD) + XX 代 符 . 








$ 8.7 非 平 稳 时 间 序 列 及 其 预报 


以 上 各 节 的 讨论 ,我 们 都 是 假定 {X,} 是 平稳 的 时 间 序 列 . 在 实际 问题 中 所 
遇 到 的 时 间 序 列 , 有 些 却 是 具有 某 种 趋势 性 变化 ,或 季 市 性 的 周期 变化 . 一 般 
地 , 若 时 间 序 列 具 有 下 列 形式 
X,=f()+d(u) + W,, 
其 中 f (是 趋势 项 , g (7) 是 周期 项 , W, 是 平稳 序列 , 则 只 要 能 从 X, 中 提取 了 (2) 
和 4 (7), 剩 下 的 平稳 序列 W, 就 可 以 按 前 面 讨论 过 的 理论 和 方法 进行 研究 了 . 
本 节 和 人 简要 地 介绍 利用 差分 法 实现 将 非 平稳 序列 转化 为 平稳 序列 . 




















一 、ARIMA (p,d,g) 模 型 


设 随机 序列 {X,} 有 X =at+65+ W,, 其 中 {W,} 为 平稳 序列 ,at +5 为 趋势 
项 . 考虑 增 量 
VX=X-X =a+ob+W)- Lat-1 +6b+W,,] 
=at+ W,— W,i. 
显然 , X, - X ,是 一 平稳 序列 . 上 式 中 “Y ” 称 为 差分 算 子 . 它 与 延迟 算 子 “B” 的 
下 人 
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类 似 地 , 设 随机 序列 {X,} 有 X==at* + bit+c+ W,, 将 上 式 进 行 一 次 差分 得 
VX, = X, — X,, 

= (atr+btt+ctW)- Lat 1D +6CG—-1)+c+W,] 

=2at+ (a ~ 6)+VW,. 
将 上 式 再 进行 一 次 差分 得 

有 全 人 EVD 
= X,—2X, +X ,=2a+V W,. 

上 式 已 是 平稳 序列 . 因此 ,一 个 有 趋势 项 的 非 平稳 序列 ,经 过 若干 次 差分 后 ,总 
可 以 变 为 平稳 序列 . 

设 非 平 稳 序列 {X,} 方 差 有 限 , 初 值 X,, X,,，…, X, 均 值 为 零 , 且 与 {W,} 独 
立 . 看 人)} 经 过 4 阶 差 分 VX, 为 一 平稳 序列 , 且 可 用 ARMA (p,g) 模 型 拟 合 ， 
即 有 











HBV EX 0 {hs (8.63) 
其 中 Ye = (1-B)2=1-CB+CB2 一 …+ (TCRBT+T…+(-12B2, 则 称 
G.63) 式 为 求 和 自 回 归 滑 动 平 均 模 型 , 记 为 ARIMA (jp,4d,g), 此 时 , 称 {X,} 是 
ARMA (p,g) 序 列 的 求 和 序列 ,4 为 求 和 的 阶 数 . 下 面 给 出 用 初 值 X,,…,X, 和 和 
平稳 ARMA (p,g) 序 列 {W,}) 表 示 ARIMA Cd, 9) 序列 的 两 个 常用 表达 式 . 
当时 
X,=X,—X, ,+X,,—…—X,+X, 





t—1 


= 
SR 0 WR 
j=1 j=1 


| t—k 


=X,+ > Wi=X+t > We (>kD. 
7=1 


j=1 
当 d=2 时 ,有 
t—1 J-1 


XR RY oy 
j=1 


SR 


=XI+G-2VX+ > > W,,, 


zt 一 2 zt 一 1 


= VW 
i=1 j=i 
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2 


二 


一 般 形 式 为 
d-— | t-d 
> > 人 > CW 
= i 


d 
= > CO. kt+ i 1 VR 2 人 
j=1 
(8.64) 


1= 


(1 >k 宇 qd). 





二 、 季 节 性 模型 

对 于 具有 季节 性 周期 变化 时 间 序 列 {X》, 知 它 的 周期 为 ;, 则 可 用 差分 算 子 

(1 — B')T ee i 则 AX 直人 作 和 村 守 三 从 
=(-B)X,=X,—X,,, 

> 消除 趋势 影响 , 从 而 得 到 平稳 序列 . 








影响 . 再 作 4 益 放 


消除 季节 性 影 
一 般 季 节 性 模型 为 
p(B)VVX =0(0B)a: (8.65) 


le 
(=o B) UB YU= BX 








二 (1 -0OB)a，， 


[t= BT BB T(ty BB | 


= (1— 0B)a,. 
三 、ARIMA (p,d, 9g) 序列 的 预报 方法 


令 (8.64) 式 中 i 


> Cg 2 > Co jy+d 1 Wi ; ka): 


XX.. 1 二 


由 上 式 可 得 
(8.66) 


ad-1 
和 X.; 1 = 2 加 六 于 Db | W, (7)， 


因此 ,只 要 求 得 WY) 即 可 得 Xe ,的 预报 值 


当 (8.66) 式 中 =1 时 ,得 
Ll 
Xe) = > Wy (8.67) 


当 4 =2 时 得 
六 (三 TCR = 





Z 
> (8.68) 
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例 8.15 设 非 平稳 模型 4 一 B)X,= 4 一 9 B)a,, 试 写 出 预报 式 . 
解 ” 因 为 {X,} 是 p=0,4=1,g=1 的 非 平 稳 序 列 , 令 W,= 4 一 B)X,=X, 
-X | = 二 YX,; 则 {W,} 是 MA 序列 .由 例 8.12 已 求 得 MA GD 的 预报 公式 为 








co 


W, (1) = > -9 Wi yj 


J=1 


代入 (8.67) 式 得 


X, (1) = .Xs 2 0 Wi = 六 一 > OY Ri 
7 1 1 


K 
Xi — 2 0 (Xi SN 2 


在 结束 本 章 讨 论 之 前 ， 我 们 将 时 间 序 列 分 析 的 主要 步骤 归纳 如 下 : 

Q) 对 于 {X,} 的 一 组 样本 观测 数据 , 首先 判断 {X,} 是 否 为 平稳 序列 ,可 以 
先 按 表 8 一 1 进行 . 若 p, 和 gj 都 不 截 尾 , 且 至 少 有 一 个 不 拖 尾 , 即 下 降 趋 势 很 
慢 , 不 能 被 负 指 数 函 数 所 控制 ,或 有 周期 性 变化 , 则 从 低 降 求 和 阶 数 及 适当 的 
y， 作 差分 YL 或 Y. ,如 V4X = Y, 成 为 平稳 序列 . 

@O) 若 {Y,} 的 均值 显著 非 零 , 则 令 W, = Y, -了 再 求 零 均 值 {W,} 的 %, pb， 
Pu : 

G) 据 Q) 的 计算 ,再 按 表 8 一 1 进行 模型 识别 ,车 仍 不 能 识别 为 AR, MA 或 
ARMA 的 某 一 类 , 则 返回 d) ,应 增 大 4 或 调整 . 

(4) 初步 识别 模型 后 ,对 模型 的 参数 作出 估计 . 

(5) 对 模型 进行 检验 . 若 检 验 不 通过 ,应 返回 Q) ,重新 识别 . 

(6) 利用 模型 进行 预测 , 观察 其 效果 . 




















习 题 八 


8.1 用 延迟 算 子 B 表 示 下 列 模型 : 

(1) X,—0.2X, 1= Qa,; 

Q) X,—0.5X, =a -0.4a1; 

(3) X, +0.7X, 1 -0.5X, ,=a,—0.4a, 1; 

(4) X,=a,—0.5a +0.3a 2; 

(5) X,—0.3X, 1 =a,—1.5a1. 

8.2 上 题 各 模型 中 ,哪些 是 平稳 的 ? 哪些 是 可 逆 的 ? 

8.3 试 写 出 AR (1) 模型 X - olX 1 =w 和 ARC) 模 型 X -ooPX -ooX =a 的 
自 相 关 函 数 . 

8.4 求 MAQ) 模 型 X =w+0.7a 1 一 0.2a, ;的 自 相关 函数 . 
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求 MAC) 模 型 X 一 0.5X,_1+0.2X,_;=@ 的 目 相 关 函 数 p1,p0;，p3; p04 的 值 . 
求 ARMA ,1) 模 型 X, -0.2X =w+0.4a 1 的 自 相 关 清 数 . 
求 模型 X -0.1X, -0.4X = & 的 偏 相 关 函 数 . 
求 模型 X = a, 一 0.54,-1+0.3a,_; 的 偏 相 关 函 数 ol， py 933; P44. 
证 明 当 一 1<c<0 时 ,ARQ) 序 列 
X= 























oo oo co co oo 
‘OO co ~ 和 路 








满足 平稳 性 条 件 ,并 求 c= -去 时 的 自 相 关 函 数 . 
8.10 ”由 {X,} 的 样本 大 小 N=160 计算 得 p, 和 gi 值 如 下 表 . 试 对 下 列 各 题 序列 的 模型 
进行 识别 ,并 求 模型 的 参数 估计 值 和 ao2 值 . 






































(1) 
k 1 之 3 4 5 6 7 8 
px 一 0.34 一 0.035 0.09 一 0.14 0.08 0.04 一 0.06 0.04 
Pu 一 0.34 0.19 一 0.01 一 0.12 0 0.05 0 0.01 
k 9 10 11 12 13 14 15 16 
Ok 一 0.08 一 0.02 0.08 一 0.00 0.05 一 0.07 0.04 0.05 
9 一 0.08 一 0.07 0.01 一 0.02 0.03 一 0.07 0.02 0.05 
©Q) 
k 1 2 3 4 5 6 7 8 
Ok 0.56 0.30 0.17 0.05 0.07 0.05 一 0.02 一 0.03 
9 0.56 一 0.02 0.02 一 0.07 0.10 一 0.03 一 0.07 一 0.02 
k 9 10 11 12 13 14 15 16 
Ok 一 0.09 一 0.05 0.02 0.01 0.02 0 0.05 0.09 
Pi 一 0.05 一 0.05 0.05 一 0.03 0.02 一 0.02 0.01 0.02 





8.11 写 出 下 列 横 型 的 预报 式 : 
(1) X, +0.8X, =ai; 

QQ) X,—1.5X, 1+0.5X, ,= a,; 
(3) X,=a,—1.3a, 1+0.4a, ,; 
(4) X,—0.8X, 1=a,+0.5a, 1. 
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2.1 XGDI=V+pV 一 NO,1D, 故 XGO 服从 正 态 分 布 , 且 
EX(CD)=ECV+D)=D， 
DX (1)=D(Vit+6)=7, 
故 X (的 一 维 概率 密度 为 








1 _ zr-” 
0 2 ，XER, 
均值 函数 为 
m (1) 三 下 X(CD) 三 0， 
相关 函数 为 


R(t,)= EX( XG,)=ECVt +6) (Vt,+6) 
=E(V rt, +oVt +oVti,+0)=t1t,+6°. 
2.2 由 随机 变量 函数 的 概率 密度 公式 知 , X () 的 一 维 概率 密度 
fr = Wy |= /x GD 
=f(-EE) fr, 上 之 0. 
X GD) 的 均值 函数 和 相关 函数 为 
2 de I Fe iays 
| 
= le el 
= | ef dy 


2.3 依 题 意 知 便 币 出 现 正 \ 反面 的 概率 均 为 1 及 . 
Gd) 当 z=1 记 时 ,XGO 的 分 布 列 为 
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四 RU 二 全 二 PP 你 则 7 大 三 村 二 王 225 


ji xX<0, 
FU/;7z)=41/12, 0<zr<l1, 
1, 工 之 1 . 


同 理 , 当 z=1 时 XG) 的 分 布 列 为 
PCXGdDI=-D=PXGd)=2)=12， 


0， XxX<—1, 
es -1 二 xX<2, 
1， 工 之 2. 


CO) 由 于 在 不 同时 刻 投 币 是 相互 独立 的 , 故 在 上 =12,z=1 时 的 联合 分 布 
列 为 
PCXGODODI)=0,XGD)= 一 1) 
=P(XU /2)=0,XU)=2) 
=P(XU/2)=1,XU)=—1) 
=P(X(U/2)=1,XU)=2)=1/, 
故 二 维 联合 分 布 函 数 为 
0， X10 或 x, 过-1， 
ea i 
FUp,1;zxi;x,)=4112， 0<zri<1 上 且 x, 宇 2 或 
| 1 一 去 2 
1， Xx, 宇 1 且 zx, >2. 
G) mx (1)=cosrt) 1 P+2t°1 R=17 Leos Gt) +2¢], mx (1)=1. 
a = EX (= Lr (ft) 
=cos rt) 1 P+ Q1) 1 {1A osrt) +27) 1 
= [1 cos rt) -上 了， 
ox (1)=9/. 
2.4 EX()=ELAcos(wt) + Bsin (wt) | 
= cos (wt) EA + sin (wt) EB=0. 
Rx (1,)= EX()X(,) 
=ELAcos(wt) + BsinCwt,) ] LAcos Cwt,) + Bsin (wt,) J 
= cos (wt1) cos (wt, ) EA 


+ sin (wt ) sin (wt, ) EB 
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=0 cos w(t —1,). 
28” Wy SEY SE [Xt 
= mx (1) + 9 (2), 
By (£1;1,) = Ry Gy) 一 My (ti) my (t,) 
= EY()Y(,)— my (ti) my (t,) 
LX 区 7 生源 人 洒 
= [Lome (67 Fm C6 | Ls BY WY] 
= Ry (ti31,) — mx ti) mx (t,) = By (t,t,). 
2.6 由 条 件 知 9 的 概率 密度 为 
pe 上 rn, 一 < 过 <T， 
0， 其 它 . 
RyC,tt+r = EYU YG+r) = EX (G4)X GT) 
= ECAsinlwt + O)) (Asin (wt + wr + O))’ 
= A’‘E Lsin (wt + O)sin (wt + wrt O)J 
= Ed- cosQo+20)) 
“(1 —cos Qowt +2wr +20)) 


一 人 FE [1 ~ cos Q wt + 20) 


— Cos Qowt +2wr +20) 
+ cos Qwt +20) co0s Qowt +2wr +20)1]. 





Ecos Qwt +2wr +20)= | cos (2 wt + 2wr + 20) .元 dg 


三 党 


= 元 sinCot+2or+20) 三 0. 
同 理 可 得 
Ecos Qwt +20) =0, 


Ecos Qwt +20)cos Qwt +2wr +20) 


三 | -cos Qowt +20)c0s Qowt +2wr+20)d0 


a re Q wr). 


2 


Ry tt) = 全 (1+ 闻 cos Qor))， 


Ryy (tyt + = EX() Y(t+7) 
= ELAsin(Cwt+0O) Asinlwt + wr + O))’ |] 
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=A: 忆 [snCor+G)sin (wt + wr+ 0O)] 
二 A| sin (wt + 0)sin’ (wt + wr + 0) -元 d0 
三 0. 
2.7 EX= EY= EZ=0, DX= DY= DZ=1, 
EXGQ)=E(X+ Yt+Z2t)=0, 
Bolesnde RL G7 
=ELC+ Yt + 27) (X+ Yr, + Zt) ] 
= EX + 1 EY +t ;EZ 
三 
2.8 Gd) my (2)= EY CD) 
=P(X 0 Zr +0°*PX CG)>Zz) 
=P(X (Zr) = Fx (7), 
即 Y (2) 的 均值 函数 为 X() 的 一 维 分 布 通 数 . 
0 Ro LY( Yt 
=]1°1°P(X()<zr, X(t,) Zr,) 
+1°0°:P(XCG)Sr ,XX(,)> Zz,) 
+0°*1° P(XCG)>x ,XU,)Rr,) 
+0°0°: P(X()>zx ,X(t,)> Zz,) 
=P(X()Zzr ,X(t,)Rr,), 
即 Y (2) 的 相关 函数 为 XX() 的 二 维 分 布 函 数 . 
2.9 ELXQCXGEFT) =ELFG -YGF YD 


J 
= 示 | ee 




















令 1 一 y= s, 则 
二 . 
| a 
= 示 | ff G+ eds 
由 于 Fo) 的 周期 为 工 , 故 
到 
ELXCXC+aD]= 示 | 三) FGs + rr)ds. 


2.10 4) 由 Schwarz 不 等 式 
[Bi =|EGOXGD) 一 Mr 0) CK 4,) — mx (t,))| 
ZIEIXG) -mx GD) EIXG,) -mx (,)| J” 
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= ox (ti) ox (t,). 
Q) 由 (ox (7) 一 ox (1,)) 宇 0 知 
| By (1.31,) | ox (t) ox (t,) 


< 


2.11 由 Schwarz 不 等 式 
Bxy (ti1;1,) = EX )— EX()) (YH,) — EY (,)) 
ZIEIXG)- EXG)I EIYG,)- EYG,)|’1” 


= gx (1 ) "oy (1 ). 
N N 
2.12 EXQ)=E DD AMe™”'™% = > FA,Pe™'™, 
k=1 k=1 
由 于 @B, 一 UG0,270), 故 


2 
ew DD,) = | 全 9) dp=0, 
0 Tt 


所 以 
N 
EX()= 3S, EA,*0=0, 


Bx (t1 ,1,) = EX (1 )X (1,) 
N N 
党 > A > > 0 5) ] 


) (9 -®) 
7 
1 7=1 


N 
S) EA,A, EE 


k=1 J=1 
当 有 夫 ) 时 ,加 与 名 独立 ,所 以 
Fe +t Foe Ee = 0, 
当 =7 时 


Fe t+ (®D, B)] 一 iw lt] £2) 


故 
N 
Bx (es D2 Ee 二 六 2 EA’ 
k=1 


N 
= io 22) pS EA? | 
=:1 
2.13” 依 题 意 知 EX 4) =0,EV=0,DV=1;, 所 以 
EYGQ)=E[LXG)+Vj=EXG)+EV=0, 
By(,t,) =E(X()+V XG,)+V) 
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=E[LXGIOXG,) J +EV2 =o% (min(t,t,))+1. 
2.14 EX,=1xXp+0xg=p, 
jp z 二 7， 


人 
(p ? i]; 


EY.=sB(D XI 2 
j=1 j=1 
By (m,n) = EY,Y, - EY,"EY, 


一 > > E (XX,) - EY,* EY,. 
当 mn 过 n 时 ~ 
3 > E(XX)= DE CX)+ DE CX,) 
=mp+ Ee 


同 理 , 当 >n 时 


2) 2 EXRKX)= mnp’ +np- np’, 


J=1 2?2=1 


故 


By (m7) = pqmin (m,n). 


2.15 EY=EZ=1x+(-Dx 广 =0， 
DY= DZ= EZ - (EZ2) =1 Xx 方 + (-1)*X 闻 =1 
EX (1) = ELYcos(0) + Zsin (O01) | 
= cos (01) EY + sin (OQ) EZ=0, 
Rx (ti1,1,)=E(Yeos (Ot) + Zsin Ot )) (Yeos 0,) + Ysin (Ot,)) 
= EY °cos (CO )cos (Ot,) + EZ “sin (Ot,)sin (Ot,) 
=cos 0(t,—t,), 
EX’ (1)= Ry (1,1)=1<%, 
故 {X()，- co<z< co} 是 广义 平稳 过 程 . 
由 于 X (的 一 维 分 布 函 数 与 上 有 关 , 故 {X CD)，- co<z<co} 不 是 严 平 稳 
2.16 由 题 意 知 W CO) 是 维 纳 过 程 , 友 (4) 一 N (0,o 17|), 故 
Wl(le”")~N(0,o e”"), 
QZ 一 NO )， 
EX(1)=0, -co<L<oco. 
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对 YY 入 名 由于- 必 ME“%s 因 此 
Rx (11;1,) = EX()X 4,) 
SE EW We 
=e "tm ELWEe)— WO 
[(WleE®™)— Wle™))+ We”™)]. 
由 于 W Q) 为 独立 增 量 过 程 , 故 
ElW(le®™)—- WO LWEe”™)— We”")] 
=E[W(le™)—- WO ELW(E”™)— We”™)] 
三 0， 
因此 
Re sb We 
=e “+ [DW ("1) + (EW (ee™))] 


2 Q& 十 妃 ) 。 了 2 Ei 


= 0? 人 . 
同 理 , 当 六 > 所 时 


— Qa(t,—1,) 
Rx (ti,1t,)=0e 2 》 


所 以 


Ry eb 0 
2.17 由 维 纳 过 程 的 定义 , 知 
X(2)~N (0,o 2), 
所 以 对 任意 nn 及 0<i<i,<*…<t,; 有 
XC)~N(O,0o1),i1=1,2,.…,n. 
又 因为 维 纳 过 程 是 章 次 的 独立 增 量 过 程 ,所 以 (X (4), 义 (z,),…, 义 (1,)) 的 联 


fx (fy Pg ey A 





本 2 
1 2Z1 nn 1 1 (Tp41 Hp) 


二 e zo ® = 
a | | ”ee 
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3.1 4) 显然 {Y (2)} 是 独立 增 量 过 程 ,是 
PCGYG+Tr) 一 YG) = 三 1) 
=PCOX (+r)+X, C++zr) 一 XCGD) 一 X (1)=n) 
=PCX (t+7)— X, (t) + X, (t+7r)— X, (t)=n) 
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和 PIX, (+r 一 X (=n-i,X (+r)— X, (1)=7) 


二 > P(X, (t+7r)— X, CD 三 7 一 2 
“POX (+r) 一 X CD) 三 7) 
3 Ne (A, rr) 


e 2 i 
i! (7 一 2) 1! 





故 {Y (2)} 服 从 参数 Q + ) 的 泊 松 过 程 . 
Q) FZ (4)= ECX, CD 一 和 (2))= EX, CD) — EX, () 
= (A — A 1 
DZ (1)= D(X, CD 一 X (2)) 
= DX, (4) + DX, CD = (A, +A,)t. 
由 于 EZ 4) 关 DZ 4), 故 Z (4) 不 是 泊 松 过 程 . 
3.2 设 {X (7),t 宇 0} 表 示 到 达 商 店 的 顾客 数 , & 表 示 第 i 个 顾客 购物 与 否 ， 
印 
第 i 个 顾客 购物 ， 
0， 第 ;个 顾客 不 购物 . 
则 由 题 意 知 ,= 1,2,… 独 立 同 分 布 , 且 与 {1X CD) 独立 ， 
PCE=D=pn P(E=0)=1-p, 





和 CD) 


因此 ,Y( = >， & 是 复合 泊 松 过 程 ， 
EY (2) = XE (€,)= Api, 
Y (的 强度 Ay= EY G4) /t= Xp. 


3.3 (1) PCXG+2)—- XC()=3) a = SA”. 


Q) P= >, P(XU)- XO =Ek,XQ)— X13-k) 
k=0 


= > P(XU) -XO=R P(X) — X13-E) 
k=0 


2 
+Ae “(Ie “Ae “) +e (1 —e “) 
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=-e 7 [(+a+ 访 ) -e+24+212) | 


GAS,)" 
3.4 PlS>s+s,|S>s5)=P(X( +s5,)—- XC)=0)= e 


4s, c= 





Els PS > 
3.5 (1) 由 定理 3.2 知 绿色 汽车 之 间 的 不 同 到 达 时 刻 的 概率 密度 为 
a 
40 i ti<0. 
Q) 由 题 3.1 知 ,汽车 合并 成 单个 输出 过 程 Y CD)， 则 Y(z) 仍 为 泊 松 过 程 ， 
其 到 达 率 为 1, + +) ， 故 汽 车 之 间 的 不 同 到 达 时 刻 的 概率 密度 为 
| QtAs ta)e ht, 0， 
10， ti<0. 
3.6 设 T, 表 示 {X(z),1t 宇 0} 第 i 一 1 次 事件 发 生 到 第 ;i 次 事件 发 生 的 时 
间 间 隔 , 则 工 ,,i=1,…,n 相互 独立 且 都 服从 均值 为 1 的 指数 分 布 ， 


NO A WD 到 = 去 ， 


(NEWB(Y T:)S 3 Bhs 























fy (2) = 


2 三 1,2，……，72. 


n 

下 
n 

2 


25 DS eb 


3.7 PCON = 人 = 人 PYWI- YW W -Wds 


0 


三 ply ms 





A Se 
、 ( 家 
3.8 设 {N (4),1 宇 0} 表 示 在 [0,zj 区 间 脉 冲 到 达 计 数 器 的 个 数 , 令 
5 第 i 个 脉冲 被 计数 器 记录 ， 
” \0， 第 i 个 脉冲 没有 被 计数 器 记录 ， 
则 
NC2) 
X()= > &. 
根据 复合 泊 松 过 程 的 定义 知 X (为 泊 松 过 程 , 且 
EX (1)= EN()°Eé, =At* p=Apt. 
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故 X (的 强度 为 4p， 





k 
P(XG)=k)=e 这 a yk=0;1;23 
3.9 根据 题 意 知 顾客 的 到 达 率 为 
S+5z, 0<: 上 <3， 
3 入 上 < 9， 
20-2(-5)， 5 雪上 <9， 


We 0.5=| (S+51) dt=10, 


P(X(.5)— XO0.5)=0)=e" 
3.10 设 N (4) 为 在 时 间 [0,z] 内 的 移民 户 数 , Y, 表 示 每 户 的 人 口 数 , 则 在 
[0,z] 内 的 移民 人 数 


NCD 
二 > 2 
是 一 个 复合 泊 松 过 程 , Y, 是 相互 独立 且 具 4 有 相同 分 布 的 随机 变量 , 其 分 布 列 为 
PlY=1)=P(Y=4)=1h,P(Y=2)=P(Y=3)=1h. 
EY=15%/,EY =436%. 
根据 题 意 知 N (2) 在 5 周 内 是 强度 为 10 的 泊 松 过 程 , 由 定理 3.6 
mx (S$)=10x EY,=10x15/%=25, 
ox (S$)=10x EY’=10xX43/=215 3. 
3.11 令 10 和 EEDAm<h<r 三友 取 天 在 分 小 便 得 . 友 平 大 过 衣 
-T2727 则 
P(A 过 Wi<i th t SW,<i,+h,|lX()=n) 


_ Pt{Lz;,zt;+h;j] 中 仅 有 一 个 事件 ,i=1,…,n,[0,ztj 的 别处 无 事件 } 
P(X()= nn) 


[mC +h) 一 入 全) Je [和 [oo ,+ hi) — mt,) Je 
Gn DY m0 
~ 


























本 [7 人 二 hn ) Fy (0) ] 


n 
一 Lm 5S) mth ml) ) ] 
“ee k=1 


mt; + h,) — mt,) 


由 于 lim - DE 
h.>0 h; 
故 
( WwW 示 人 区 元 党 汪 友 (1) = ) 
ee A 
万 一 0 0] 
人 (万 ) 





5 11 m (1) 
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注 “ 知 没 总 体 X 的 分 布 函数 为 
2 
oe 
0， xX>1, 
XX ，…,X, 为 X 的 样本 . 则 在 XX (2) = 的 条 件 下 , n 个 事件 到 达 时 间 的 分 布 与 
XX,，…, XX, 的 顺序 统计 量具 有 相同 分 布 . 


Xi， 














习题 四 解析 
4.1 
1 0 0 0 0 
1 1 1608 0 0 
P=|0 1 1 12 0 |， 
0 0 18 12 1 
0 0 0 0 1 
1 0 0 0 01 
40 24 20 10 0 
P2”=|160 260 30 20 10 
0 10 20 20 4 
0 0 0 0 1. 
天光 
ip gq 0 0 
a 
Pq 0 0 
[0 0 pp qgJ 
p paq pq q| 
po p paq pq gq 
p paq paq 7 
p paq pq gq 
4.3 (1) 


PX = +2 ts | X, 三 70，A， =i" X, = i,} 


n 
a P {X, 区 20 人 X， 下 2 ， Xl 和 Lt1 2? A m 一 2 pe 
P {X, 三 70，Ai =7 XXX 
= Pi Dis De i Pie 2 


Pi Pi pi 





ln 
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了 了 (全 } 


P Xi 
se = ， 入 ia py |X, = i,}. 
(2) 利用 条 件 概率 类 似 可 得 . 
a4 P(X =4| X=1;1< LA} 
_P{X,=1,1<X,<4,X,=4) 
有 
本 
P(X,=1,X,=2)+P(X,=1,X,=3) 
_PiP,P + PPsP 
PP + PP 
_1AX1AxX1/A+1AX1/AxX3/8 5 
1AxX1A+1AX1/A 16° 


ntm Li m 








类 似 地 
P{X,=4|1<X,<4}=19 /0, 
故 
VE .G0 Da DD 
4.5 ”由 题 意 Y= X, 一 CY, |, 知 YY, 是 (X,,…,X,) 的 函数 ,由 于 X，， 
X,，…,， 义 ,，… 是 相互 独立 的 随机 变量 , 故 对 Vn 宇 0, X,, 与 (YY ;YY ，…, YY,) 独 
Y. 
UY 
二 
2 a A A GD GE 
R(X 
=P{X,,,=i,,i+Ci,|Y,= i,)} 
= 
由 i,k=1;2,…,n 二 1 的 任意 性 知 {Y,,n 实 0} 为 马尔 可 夫 链 . 
0.25 0.375 0.375 
4.6 P2 =|10.375 0.25 0.375|, 
0.375 0.375 0.25 
p; 3) =0.25. 
4.7 PIGd)= (0.42,0.26,0.32), 
PICO)= (0.426,0.288,0.286). 


13 a 


4.8 P; = ( 匣 : 芒 
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el wn 
0.62 0.38/ 
PT (3) = (0.61,0.39). 
4.9 T= {1,2,.…,9}. 
0 1 0 0 
1 0 
0 
0 0 1 0 


0 0 0 1 0 
:0 0 1 0 0 
0 -i 
A 看 了 略 
1 
0 二 152737dj3- 忆 -三 4967758)9} 两 站 团 集 ， 
4.10 4) C = {1,2,3},C, = {4,5} 两 个 遍历 状态 闭 集 . 
CO) C= {1,2,3} 表 历 闭 集 , N = {4} 非 常 返 态 
G) C, = {0},C,= {5} 是 吸收 态 闭 集 , N= {1,…,5 一 1} 是 非常 返 集 . 
qj J 全 交 生 全 全 
1/8; @) fr = 四 =0=ddgsij dj =piq fi =p 
4:12 ,N= "1700 看 第 返 集 7 庄 :(34537; en = {6,7} 是 正常 返 


转移 矩阵 




















1g 








0.6 0.4 0 

0.4 0 0.6 
0.2 0.5 0.3 J 

解 得 C, 的 平稳 分 布 {0,0,10 /3,7 /3,6 /3,0,0}. 
同 理 C, 的 平稳 分 布 为 {0,0,0,0,0,8A5,7A5}. 

pi Pi- 


Lx 7 





4.13 zj;= ri 7 之 1， 





4.14 {X,,n 宇 0} 的 转移 概率 为 


pa=0, Pi = » Pi,i-1 = i=0， ;,],*…,2N. 
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其 平稳 分 布 {x ， 7 三 0，1，… ,2N} 满 足 方程 组 





1 
To 7 Nm 
2N—J7+1 十 工 
Ti 二 Ti 1 i a 1 二 2N— 1， 
1 
TN FN 2N-1 
解 此 方程 组 得 
Ti (st 
和 条件 机 = 1 得 
2N | 
[a 
二 
故 {X, ,n 主 0} 的 平稳 分 布 为 
SN ]=0,1,2,.…,2N. 
4.1S (1) 
[I1B 2 0 
P=,21 50 20). 
L0 2 1 








2) 由 于 T= (10,1,2} 是 有 限 的 , 工 中 所 有 状态 是 互通 的 , 且 状 态 0 是 非 周期 
的 ,故人 X } 为 遍历 链 . 
(3) 由 平稳 分 布 满足 的 方程 组 





1 2 
TW Tm es 
2 5 区 
Ti 一 mo 一 gm 本 7 ， 
2 1 
Wee EE 
7 


解 方程 组 得 : = 与 忆 = 地 1 -三 ， 


lim p;” = =1A, lim p;” sx 3 lim p;” = =1/5. 


n—> oo 


4.16 (1) 用 归纳 法 . 设 当 n=m 时 ,对 一 切 jE1T, 都 有 >)py”=1, 则 
i€ET 
3 a 23 (3 pp 


i€ET RE 了 
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= Pps > 2 
二 a =1. 


RE 了 


Q) 由 条 件 知 {X (n),n 宇 1} 为 非 周 期 不 可 分 马尔 可 夫 链 , 且 状 态 空间 有 
限 , 故 {X (n),n 宇 1 为 吉 历 链 , 因 此 





lim p;” = 本 交 >0， jE€EI. 
所 以 Im) j= lim py 
= 4% y, 
i Ki 
= mj =1,2, ,Mm. 
56 94 92 31 
4.17 ©Q) zx,= T7373 3 TM 73: 


G) p, =8.8 (KK). 
4.18 Gd) 从 状态 转移 图 看 出 ,状态 空间 可 分 解 为 两 个 不 可 约 常 返 闭 集 C， 
= {2,3,4} 和 C, = {5,6}. 一 个 非常 返 集 N= {1}. 在 CI, 上 对 应 的 转移 概率 和 矩阵 


为 
1 
区 0.5 | 
0 1 0 
其 平稳 分 布 满足 


Tl =0.2Nn,, 


To 二 0.97 十 To ， 


| 
Ti 十 7 十 To 三 工 . 


解 上 述 方程 组 得 C, 上 的 平稳 分 布 为 4 /4,1 访 ,1 A)，, 故 原状 态 空间 对 应 于 C, 上 
的 平稳 分 布 为 0,1M4,1A,1M4,0,0). 

类 似 可 得 C, 上 的 平稳 分 布 为 (0,0,0,0,1 ,12). 

CO) 由 C- 开 方程 





(7 一 1) 


十 py pa 2 


(n—1) (n—1) 


p= DD pp? pu ps 上 


由 (1) 知 
lim pe = pi limpi i (pi, + p13), 


故 
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lim pi =1/. 
3 于 2ECn5EC :0. 与 C, 是 基本 第 返 闭 集 , 故 
lim p,” =0. 


和 
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5.1 科 尔 莫 戈 罗 夫 癌 前 方程 为 
ps DEL 
| 六 (2) = — Ap; (7),， 


上 述 微分 方程 的 解 由 初始 条 件 : p (0) = 人 ,得 
» Z J 


[Pb (z) 一 ez ， 
5.2 科 尔 莫 戈 罗 夫 癌 前 方程 为 
py 0) = — py +3pst C+Fprj CD， 


由 于 状态 空间 T= {1,2,3}), 故 
we pt) a ly 
所 以 


二 + 六 Gi 


_3 1 
ey ps; (1) 
解 上 述 一 阶 线性 微分 方程 和 


二 本， 
由 初始 条 件 
ps (0) | ss 
> 2 J 
确定 常数 c, 得 
入 Fe 1 天 
pi (t) = 
了 + 一 3 = 
3 J 


|p; (1) = cy eA i pijit (Gds ji+1. 
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T= limps (1)=183,7=1,2,3. 

5.3 (1) 由 题 意 知 N (2) 是 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 其 状态 空间 I= 
{0,1,…,M}. 设 时 刻 1 有 i 台 车 床 工作 , 且 在 以 ,t+ 有 hh] 内 又 有 一 台 车 床 开 始 工 
作 , 则 在 不 计 高 阶 无 穷 小 时 , 它 应 等 于 原来 停止 工作 的 M -i 台 车 床 中 ,在 
(t,t+ 有 hj 内 恰 有 一 台 开 始 工作 . 于 是 

dy ps gy ee 





类 似 地 
4 Eo a 
y (h) = 0 (h), |i-j|22. 
0 其 中 
B= MD 0 1 M=1; 
ws ds = 
由 G5.14) 知 它 的 平稳 分 布 为 





全 a 2 
4 ba Es 
yy (60Y’ /30Y 7 
C) PIN (2) >5) = > 0 | 
=0.780 9. 
5.4 由 题 意 知 {X (7) ,1 宇 0} 是 时 间 连 续 的 马尔 可 夫 链 , 其 状态 空间 工 = 
{0,1,2,3}. 





| A 0 0 - 
| — (M+) A 
和 让 者 4 = 
0 0 / 一 人 


由 定理 5.7 知 绝对 概率 p; GD) 满足 科 尔 砚 蕊 罗 夫 方程 

po (1) = — Apo (1) + pp CD)， 

0 AD Np CE es 
jp 2) = Ap (1) — A+ pp, 1) + pps GD)， 





ps (£) = Ap, (£) — pups (£), 
初始 条 件 : 
po (0) 三 |， p; (0) =0, 7 三 1,2,3. 
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5.5 (1) 由 题 意 知 {X () ,zt 宇 0} 是 时 间 连 续 的 马尔 可 夫 链 ,其 状态 空间 7 
= {0,1，…，777 }， 


— mA mA 0 : 0 0 

mx 一 MCA+HA mA … 0 0 

0=| ” | Se 
0 0 0 II -mpx 


Q) 由 定理 5.7 知 绝对 概率 满足 科 尔 页 蕊 罗 夫 方程 
po (1D) = — mapo CD) + mppr (2), 
区 (= mAp; 1 (DD -mAt Pp; M+ mp CD 0<j<m, 
pa 2) = map CD) — mppy (2), 
po (0) =0. 
G3) 由 于 limp, (1) = p; (第 数 ), 故 由 QQ) 可 解 出 p;,j=0;,1,…,m. 
5.6 设 服务 员 的 服务 时 间 为 全, 则 由 题 意 知 人 服从 指数 分 布 , 其 概率 密度 
为 
| we “, £1>0; 
Re t<0. 
记 在 [0;,tj] 内 到 达 的 顾客 数 为 XX (2), 则 


P(X CD) Ee n) 一 0 1 三 0,1,，2，… 
Gd) 在 服务 员 的 服务 时 间 内 到 达 顾 客 的 平均 数 
ELECXGQ)|T=7) 1]= | (六 n WS 








0 nN: 

和 - A 
ee bd We 一 一 一 
| At*ue “dit a 


@) 在 服务 员 的 服务 时 间 内 无 顾客 到 达到 的 概率 为 
po = 人 


到 站 + 一 到 
从 十 从 


5.7 PIGBGdI<o BO)>0)=PIBGDI<a, BO)>0IBNO)=0) 


业 二 光志 罗 1 二 放 
e 2“d CG dy 
加 V 2T 多 0 V 2x 


加 . 1 & Nh dy | 1 区 w 
-~ V 2 -y V 27 


Q Dla) 1 
= D (ydB (y,) = ydy= 二 [LG(o) 了 于. 
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习题 六 解析 


6.1 GD EX = | cos(wr + O°.d0=0. 
2 区 
Q) Ry (tt+r,t)= EX(t+ 7r) Xz) 


二 | | cos (wt + wr + 0) cos Cowt 十 0) dO 
Q T 


= 到 | [cos (wr) + cos Qwt + wr +20) 1d0 
0 


4nx 
= 地 cos (or)， 与 1 无关. 
G) BIO ER 0 = 


由 Gd, Q), GB) 知 {X GQ)} 是 平稳 过 程 . 
6.2 (1) 由 于 正 态 随机 变量 的 线性 函数 仍 为 正 态 随机 变量 , 且 
EX(U)=E(-A)=0,DX(U)=D(-A)=DA=0, 


| 





X (1D 和 XX (二 ) 的 概率 密度 分 别 为 


人 万 


-expl 
二 A 
2T0 20 


FA =ep{- 夺 ),zER. 


TO 





} zeR， 


QO) Ry t+r,t)= ELAcos(rtt+rnr)° Acos(rt) | 


= 0G’ cos (rt) * cos nt + nT), 


即 Rx (z+ zt,Z) 与 1 有 关 , 故 {X (2)} 是 非 平稳 过 程 . 
6.3 由 于 A 服从 珊 利 分 布 , 故 


Ne ee Re 
FA = | 工 到 exp{ 过 jd 
oo | 人 
| | 
co oo | 
, +| | 2 dx 
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由 于 被 积 函 数 是 标准 正 态 ee 故 











一 -一 e 20 三 三 1， 
| 77dz- 
所 以 
EA 
六 二 人 
FA = | 工 | 7 a 
A >， 则 
EA =2o| ye ”dy=20’, 
故 
DA= EA’ - (EA)’ =20 -Fo = 


(1) EX (1) = EAcos wt + 0) = EA* Ecos(lwt + OO)=,/ 


2 
| 
0 


QO) Ry (t+ r,t) = EA’*E LeosCwt + wrt+ OHO)"coslwt+O)] 
_1 


三 二 “cos (wT) = acos (wzr)， 





与 上 无 关 . 
| 人 0 过 
综合 (1), Q), BG) 知 {X (4)) 是 平稳 过 程 . 


tt+T 
6.4 (1) De f+ 二 d= | J GD) * 示 dy, 由 于 (x) 是 周期 
为 工 的 连续 实 函 数 , 故 
EXGO= 于 | 有 
为 常数 . 
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Ry (t+r,t)= EX(t+7r) Xz) 


下 
= | JG+r+ 的 AGC+D Ad 


t+T 
| RO ey 


i | 手 


下 Fr) dy 
与 无 天: 上 且 
1 T 
EIXG)P=RrO)= 示 | ee 
因此 {X (2)} 是 平稳 过 程 . 
Q) 由 4) 知 
本 
RD = 未 | flyt+7r)f Cy)dy. 
6.5 由 于 X (CO 与 六 (是 相互 独立 平稳 过 程 , 故 
EZ = ELX( YD = EX (DEY) Sm Ny 
RzC+rt)=E[XG+ YG+DXG) YQ) 
=E[XG+r) XG Y(t+r)Y (0)] 


=E[XG+XG) ELYG+r) YJ 
= Ry (zr)* Ry (Cr) ， 





元 
ElZQ)|= R;, 00)= Ry OO)。 民 00)< co， 
因此 Z (4) 为 平稳 过 程 . 
6.6 (1) 对 给 定 下 >0 和 任意 zi, 由 题 意 知 
D[XG+T)—-XG)] 

=E[XG+T)-XG0) TT- (EL[XG+T) -XG 
=EX* (+T)+EX() -2ELX(G+ TXG)1-0 
=2Rx (0) -2Rx (T) =0， 

申 契 比 雪 夫 不 等 式 , 对 Vse>0 


P{IXG+T)—-X()|e}< 


DROTT X01 
e’ : 


即 对 Vi XCG+T) 以 概率 1 等 于 X(CD). 
Q) 由 于 X (iD) 是 实 平稳 过 程 , 对 给 定 工 和 Vtz 由 41) 式 得 





E[XG+T+7r) -XCG+r)T 
=D[XG+T+r)—X(G+r) 
+ (EL[LXG+T+7r) -XG+7r) 1 
=0+0° =0，; 

因此 ， 

[RE T= Rat 
=|ELXG+T+DOXG) -ELXG+r XC |] 
=|EL[CXG+T+r) -XCG+r NX) | 
ZEL[XG+T+r) 一 XGTTr) EX2 Cr))12 
= 人 > 

所 以 Ry (r+ T)= Ry (0). 
67 DEY)EELXGFD -X(t 
= EX(+1)— EX () 
A De 
六 
QO) Ry te = ERGY.rB1) = XE | 
[XG+1)—-XCG)] 
= Rxy(t+rtt+1l,tt+1)— Ry(t+r,tt+1) 
— Ry (t+rtti1,t) + Ry (t+r,1), 
RS 
Rls = Bt tm (hm 
= 
因此 
Rh 
0 ER 
GElY Ry 2 20 
由 (0D，@C)，G) 知 了 (zt) 为 平稳 过 程 . 
6.8  () Rw Cr)=ELXGC+rYCG)] 
= 下 LIXGC+EGXCG 一 DJDJTNGOI) 
= aRx (t+ 7 ) + Rv (7). 
Q) Roy (rt) =E[XG+ONG)J]=EXG+r ENG)=0 
Rxy (7) = aRx (r+ 7,). 


k k 
G0 A RY | 
1=0 1=0 
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Cy tm =E[S | 
由 条 件 知 EX, =0, DX, = 1, XX, 相互 独立 ， 故 


Se 0， i 关 ]， 
EXR,= | 7 
1， 1=],， 

所 以 


1 十 7 RA —m? 0 二 <<A， 
Bm oe 0elnle 
? m a 


@) ElY, P=Ry (nm = Pacto, 
故 由 人 ，@C)，G) 知 {Y， ) 是 平稳 过 和 寺 程 . 
6.10 由 于 NG) 是 泊 松 过 程 , 故 
mo- a > 
所 以 
EXG)=E[ING+L)-N GQ)] 
=ACG+L)-At=AL, 
RyCt+tri)=E[ING+L+ -NG LING+L)-NG)] 
=RvCG+L+irctt+L)—- Rv(G+L+ir,t) 
— Ry(t+rtt+L)+ Ry +r,t), 
当 zt 实 L 时 
RyCG+rt)=AG+L)[AG+L+r)+1] 
—At [LAG+L+r)+1] 
—ACG+L)[AG+r)+1]+At [LAG+r)+1] 


= 帮 生 
同 理 可 得 
AL -Art+AL, 0<r<L, 
Rx (t+rt)=4AL +Ar+AL, —L<r<0, 
| ER 
所 以 


DB CT+Tryzr) 三 RET+Trti) 一 下 XCGT+TTr) EXCL) 
Ce it|<L, 
0， Ea 
6.11 X CD) 为 维 纳 过 程 , 则 


mx (t)=0, Ry (s;1)=0 minG zi))，s 0. 


() EY WW=E(| Xds)= | [LEXG)ds]=0. 


OF Ry Ee ELY (try YC 


ys (人 de [Xau) 


| | | EX (s)X (nu) duds 


= | Ry (s, u) duds. 
当 zt 宇 0 时 


Ry(lt+r,t)=0 | (人 vajd 上 ' (| sau)as] 


= 用 (Fr + > 与 有关 . 
帮 {Y(D3 涯 0} 有 是 非 平 稳 过 程 ， 
6.12 (1) 不 是 ,因为 Rx (0) =6 关 ox = 
@) 不 是 ;因为 RO0) 三 0 二 
G) 不 是 ,因为 不 满足 | Ryy (0) | 过 | Ry 0) Ry GO) |. 
G44) 不 是 ,因为 Ry (0) <0. 
(5) 不 是 , Ry (0) = limRy (r) =50%. 





(6) 是 , Ry 人 0) =limRy (rt) =10= 0%. 
6.13 By (+r,t)= By (tr)= Ry(r)=6e 1'"®. 
故 Bx (r) 为 r 的 偶 函 数 ,所 以 协 方差 阵 为 
6 6e'” 6e 6e’” 
6e !'” 6 6e'” 6e 


6.14 (1) 充分 性 
EX (1) = ELUcos (At) + Vsin COz) ] 
= cos (MA)* EU + sin At)* EV=0, 
RvCG+rr)=EXGC+zrXCG) 
=ELUcosCt+Ar) + Vsin (t+ Ar) J 
» [Ucos (Qt) + Vsin (7) J] 
= cos (At 十 Ar)cos M2 * EU 
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+ [cos At + Ar)sin (Mt) + sin At + Ar)cos A E (UV) 
+ sin Ct + Ar) sin At)* EV? J 
= ozcos (Or) ,与 1 无 天. 
EIXCQ0)|= Ry (rr =0 <%, 
故 知 {X (z)) 为 平稳 过 程 . 
C) 必要 性 XCG) 是 平稳 过 程 . 
由 EX CD) = cos (X17)*EU + sin (M7)*EV= 筷 数 ,可 知 
EU= EV=0. 
由 Rx 性 二 cf) = Rx (7) 特别 Rx (z,7) = 常数 ,可 推 得 EV? = EU?, EUV 
=0, 故 阿 与 V 是 互 不 相关 、 均 值 为 零 且 方差 相等 的 随机 变量 . 
6.15 (1) Ryy (7)= ELacos(wt+ wrt 0OD) "psin (wt + OP) 」 











= FabE Lsin Qowt + wr + 209) — sin (wr) ] 
二 坊 i (wr). 


2 
Q) Ryx (7) = ELbsinCwtt wrt po)*asin (wt+ wo) 


三 FabE [sin Qowt + wr +29) + sin (wr) J 


三 二 省 (wr). 


2 
6.16 (1) E[Z0)1=ELXG)+YC)J]=ELA()cost] 
+ ELB()sin t]=0. 
CO) Ry G+rt)= ELXG+ +YG+r) [XG + YG)] 
= Ry (t+r,1)+ Ry(t+r,t) 
+ Rxy (t+ Tt,1) + Ryz (t+ rt,7) 
= Ra (rt)cos (t+ Tcos t+ Ry (7) 
sin(t+ rt)sin t+0+0 
= 尺 。(r)cos ft; 只 与 tz 有关. 
(DAP ZN ROFER 0 ER 
由 4), (2), GB) 知 {Z(2)} 是 平稳 过 程 . 


2 
6.17 上 EZ()= | er 0 Td0 
0 不 


-去 | [cos (wt + 0) ]+isin (wz+O0)d0 
2 区 0 
0 


人 要 


2 1 
= | Et ot Ds 0 
0 2 


et < 1w els 
= | ered0 


5 
G) ElZ (0)| = R;, 0)=1. 
由 4), QQ), G) 知 ZG) 为 复 平稳 过 程 . 
6.18 (1) Rzz G+et)=sELX (tz) 


+iY, (+r) LRC + iY, (2) | 
= Rx x, (1 +t,1) + Ry y, (+t,1) 


— iRx y, (f+ t,t) 十 iRy x, (1 + zt,1). 
@) 大 所 有 实 过 程 都 互 不 相关 , 则 
Rx x, (1 + zt,£) = Ry y, (1 + zt,) 
= Rx y, (t+ zt,Z) 
= Re (t+ t,t)=0, 
Rz zx (z+ zt,1)=0. 
=E[| XWds| oao] 


a a 





wT 
6.19 EI 人 yy 


at+T ratT 
=| | Rx (s,t) dsdit, 


令 m=ti+yr=s 一 已 则 
ec | 
ElY| li | 


=| (T—|zr|) Ry Cr)dr. 
Ee 


Qat2D -ld 
Rx (r,) dn 二 


二 从 让 十 于] 


2 


6.20 记 ZD= 克 GO+YG 则 2 的 相关 函数 
RysG+rt)=E[YG+ + WG+tr) [YG + WG)] 
= Ry(t+r,t)+ Ryw (t+r,t) 
+ Rywy (t+ Tt) + Rwy (t+r,t) 


二 de (wo T)* Rx (7) 


2 


232 第 九 章 “习题 解析 


卡 cos (wo Tt— wt)° Rx Cr) 


二 cos wo rt wit tw rt" Rx (Tr) 





十 万 cos (oo 十 wi Tt)* Rx Cr)， 


当 t=0 时 ， 


Ry (t,1) = Ry (0) °cos (wt) + Ry (0), 与 1 有 . 
故 到) + 丫 () 为 非 平稳 过 程 . 


6.21 4) ELXG) = EA*sin Qt) + EB'cos Nt)=0. 


| 
(X (1)) =LimF| XO 


i 


T 
a | LAsin GZ) 十 Bcos (CD) ] dz 


T 
= Li mn x | Bday a 


0 














_] sin CAT) 
ee AT l 
由 于 B~N 00， 0 ) , 故 
二 二 
lim E sn A = lim A FEB? 
a 2 :0 





FB 均 方 收敛 于 0, 故 X(CG) 的 均值 是 各 态 历经 的 . 
COC) ELXG) TF=ELA’sin QA) + Bcos GZ) 


+2ABsin Qt) cos (Ht) ] = ， 


2 。 1 区 2 
(XX (£0 Lim  X (1) dz 
a 


T 
I | [LA2sin2 Qi1) + B’cos OQ7) 
+2ABsin (Qt) cos 7) Jdr 


过 2 十 万? 2 A2 
-Lo | 芭 7 Bb + 3 cos QAz) 
一 > CO = 








+ ABsin QX1) jd= 全 > 王 ， 
由 条 件 知 A~N ,0), 故 合 一 x DS |=% DA =20 


2 
2 
oO 


法 2 _1 2 2 ,et 
1 _1 = 
D|$ C4’ +B |= CDA’ + DB’)= 0#0, 


因此 X (4) 的 均 方 值 记 LX (4) 了 非 各 态 历 经 . 
G) 将 A,B 代 入) 中 得 
(X* (1)) =o=ELXG)1, 
故 LX(z) 了 上 是 各 态 历 经 的 . 


6.22 ELX(C)|]= | 大 人 十 0)* 示 d0 


a 1 t+ 下 1 T 
= 示 | fay= 示 | f (0)q0, 


六 
(X (7)) = i i 0 


1 
a f(t+O)di, 


令 TT =nT+ ,0 过 TT <T, 则 


0) lim f+)dt+ [六 fered] 





=1.i. TT | f(t+O)dr 


对 9 的 任意 取 值 OE [0, 开 ], 由 于 
1 


于 | f(t+0)dt = 


T+0 
+| f ls)ds 
六 
| f(s)ds= EX (2), 


故 X (2) 是 均值 过 历 的 . 
同 理 


(X (1 + tT) X (7)) im | f(t+O)f(t+rt+O)dt 


ee mA | t+OG)Fd+r+G)dt 


| 人 
对 9 的 任意 取 值 9€ [0, 开 ], 由 于 
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| JE+OFCGCT+Tr+O)dt 


ee sta 


人 
| J 太 CS +r dt= Rx (7), 
故 久 () 相 关 函 数 是 授 历 的 . 总 之 , X GD) 是 过 历 过 程 . 
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7.1 由 谱 密 度 的 性 质 知 : 谱 密 度 是 实 的 偶 函 数 ,对 于 有 理 谱 分 母 的 次 数 大 
于 分 子 次 数 , 且 分 母 无 实 根 . G) 分 母 有 实 根 , (5) 不 是 实 函 数 , 政 1),@)，, (4) 


旧臣 说 主 
是 谱 密 度 . 


7.2 sx (w) = 外 


=| - e “I [Leos (wr) — isin (wr) Jdr 
2 


| e “coslwr) dr 
0 


2a 
a +ow 


7.3 Ry (r=ELXCG+7r)X()] 





| cos (wo t + wo T+ 0) eos Cwott+ 元 d0 


2 
他 
= (nee (wo 5)， 


Sx (Ww) = | - Rx (re “dr 


十 2 
a a 
二 | 人 cos (ou tT)"e “dr 


2 


= [Ld w+ wo) + vw- wo)]. 


7.4 sx (w)= Rx (r)e “dr 


| [4e | cos tr) +cosG@Grr) Je 天 dr 
1 1 
Sa = 十 
4| | 


+x[d Cw —3x)+6 w+ 37 |]. 
7.5 用 复 变 函数 的 留 数 公式 可 得 
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el 
Rx (7) = © Ps 
4 


Te0: EY =X XY Td 
= mx (1) + mx (t — T)=2mx; 
Ry(t+rt)=E[XG+r)+XG+r— TIXG)+XG—- TJ 
OR (Ry RS) 
故 {Y (2)}) 为 平稳 过 程 . 





sy (w) = | - Ry (r)e “dr 


= | [DRx (rt) + Ry (t+ T)+ Rx (ro T) Je “dr 


三 也 大 直人 ty (We 


=2sx (w) [1 + cos CwT) 1]. 
7.7 Ry (r)= | sx (we dw 


EL Sx (CW) cos Cwr) dw 


Al 一 3 一 时 | 一 


| 9 CC cos (Cor) dw 


= [sin Qow, r) — sin (wo rz) J]. 
nT 
7.8 Rx(r)=ELX(+7)X()] 


一 | 上 acos (wt + wr + p)acos (wt + 9)f lw, op)dpdw， 


由 于 B86 一 UL0;,2xj,; 6 与 0 独立 , 知 设 Q 的 概率 密度 为 f(w),wE€ (-%， 
十 oo), 则 


f 1 9) = 0 -co<o<+co0<9<2r 
ee -全 dd | I 
-分 | f Cw) cos (wr) dw 


| f (w) cos ndoti| f (w) sin (wr dw | 


SI IS, SlS, 


| 
邮 oe ea, 
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由 最 后 一 个 等 式 知 
sx (WwW) = na’ f (w). 
7.9 由 Ryy (7) = Ryx (一 5) 知 


Sxy (WwW) = | - Ryy (rT)e “dr 


二 | Ry (— Te “dr 


三 -三 | Ryx = tre” d(-z) 





| - Ryx (sje “ds = Syx (w), 


所 以 
Re LSxy (w) | = ReLsyx (w) ]， 
ImLSxy (w) 1]= -ImLSyx (w) |. 
7.10 4) Ry(r)=E[XG+atz) 
-XCG-at+r [XG+a) -Xt—a)] 
=2Rx (rz) — Rx (tr -2a)— Ry (t+2a). 


Q) sy (w) = 六 Ry (re “dr 


= 2 sx (0w) | | Rx (CD 人 和 2 人 ee id7 


四 | Rx (r+2a)e "2? oemedr 


=2sx (w) [1 — cos Qwa) ] 
=4sx Cw) (sin wrt)”. 
7.11 () Ryy (tr)= EX(+r)Y() 
=EXG+o*EYQ)= mmy. 
Sxy (wW) = | Ryy (rT)e “dr 
=2xmxemyd (w). 


Ro (ry= ELX tr 2) | Re Co ER 
Sxz (WwW) = | Rxz (Tr)e “dr 
三 | [Ry (Tt) 十 Ryy (tT) JeTi“ dz 


二 SY (w) 相 SxYyY (0w) 。 


习题 七 解析 


237 
7.12 设 久 (4) 的 相关 函数 为 Rv (Cr), 若 中 sy Co) do 是 了 (GO 的 谱 密度 ， 
则 由 于 
CE | Cee ee 
d sx (w) /dw” = | —7T Rx(re “dre, 
由 假设 知 


d sx (w) /dw” = | Ry (tr)e “dz, 


故 


Ry (rt)= — 7 Rx (7), 


Ry (0) =0. 
由 |R 0O)| 宇 |R (7) | 知 RRy (z) 寺 0,; 了 矛盾. 


T—-|rt|, zl 和 < 下， 
7.13 Ry (7)= 








0， 其 它 ， 
. 
SI 
Sy (w) 3 下 wT 》 
2 
iwT 
SxY (0w) ee - 5 1 
1 


7.14 (1) FEZ (Go = cos (Co 1) EX()+sinlw,t) EY ()=0, 


CO) Ry G+rt)= ELXCG+r eos(lwo tt wr) | 
+ Y(t+ Tsin(lwo t+ wo Tr) 
* [XC()cos (wt) + Y (sin (wo, 7) ] 
= Rx (tT) cos (wo r) — Ryxy (7) sin (wo rz)， 
与 省 光 天 
G) ELZ G4) =R;,0)= Ry GO)<oco， 
BY I 
sz)= | Ralre dr 


=| - Rx (tr) cos lw, Te “dr 


一 co 


十 co 
* | Rxy (tT)sin(w, re “dr 
十 co 


人 下 iwn TT | 
=| Ry (7)— 了 de 


一 icw0 
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二 oo QT 一 e io0f 
小 | Ryy (z) DD dr 
一 oo 2 


= 亏 [sx (w+ oy) + sx (w — w,) J 


+ [sm (wo 一 ay) 一 Sxy (w+ w,) |]. 


2B0 a” 


Wale Sy ee 


a 0 0 -blrl 二 浪 | 订 | 
Ry (7) DR pb) (Be be 


2aB (w +a’) 
(ww 十 pb) +a) 
i B a la —b°) 到 T 2 2 =, 愧 | 光 
RW- le Hr + (a Q )e 


a tw ,20B 





7.16 Sy (w) = 








7.17 > (ww) a i 
| ER 
SY Cw) 人 B 四 ? 











a i ) (228 1) 


liw 十 2w 2a 一 imw BS +o 
7.18 "(> EY OYEELX0) SX= Ss0: 
Q) Ry G+r,t)=E[YG+r)Y0)] 
=E[XG+r) -XG+rt—1)] 
[XG)—-XG-1)]. 
由 于 X (是 正 交 增 量 过 程 ,利用 其 增 量 在 不 重 登 的 时 间 区 间 正 交 这 一 性 质 对 = 
进行 讨论 . 
G) 若 |z| 宇 1 时 , 则 Ry (+z,t)=0. 
GD 知 0 委 r<1, 则 
RyGtr)= ELXG+7r)—X()| 
+ [XGQ)—-XG+rt—1)] 
[XG)-XG+r—1)) 
+ (XC(G+r—1)—X(—1))] 
=E[X() -XG+r=1) =1=7. 
Gil 看 -1<zr<0, 则 
RyG+rt)=ELCXG+7r) XG-1))+XG-1) 
—XCG+r— 1 LXG)— XC(+ 77) 
+ (XC(G+r) -XG —1))] 
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=E[XG+r)—- XG-1)F=1+rz. 
因此 
1—|r|, |zr|<1l, 


Ry (rt) = Ry (t+ DD=| 
ee 0， 国医 


G) ELYGQ) = RyO0)<%. 
故 由 44), Q), GB) 知 Y (2) 为 平稳 过 程 ,其 功率 谱 
Sy (wW) = I Ry (re “dr 


=| (1—|rl)e “dr 


=2| (1 — tT) cos Cwr) dr 
0 


.20 w) 
ww” | 


7.19 ”由 于 {X02)) 与 {Y (2)} 是 联合 平稳 , 故 
sz (wo) = sx (w) + sy Cw) + 2ReLsxy Cw) J 


Ry (re “dz 


| e "COs xT) cos wr) dr 

=4| e [cosGri+w)rttieost— w) rjdr 
1 1 

ee er 


Ry (rt)e “dr 


co i3xT 二 人 
Ge 


一 oo Q 


e “dr 


( 
| 
=| cos C3rr)e “drt 
| 
1 


[er | 
=x [6 Cw — 3 +G(o+3r) ]， 


Sxy (wW) = | Ryy (r)e “dr 


=| (1—|rl)e “dr 
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=2| (1 — tT) cos wrdr 


_2U -cos w) 


2 
(CO 


加 1 1 
so) =4 eit CT 


i i 
CO) 


习题 八 解析 


8.1 (1) Ud-0.2B)X,=a,. 

G) LU+0.7B-0.5B’)X,= YQ —0.4B)a,. 

G) (1 —0.3B)X,= -1.5B+B’)a,. 

8.2 Gd) 平稳; Q) 平稳 ,可 逆 ; G) 可 逆 ; (4) 可 逆 ; (5) 平稳 . 
8.3 ARGDI 有 ao= or (>0), 


2 


ARC) 有 po = 了 0 + 0 三 DOT ppes (k3). 
2 














1 一 9 9 
1 ， k=0， 
0.56 
) 三 土 1， 
1.53 1 
。 Qk 一 
一 0.3 
》 = 
1.53 ; > 
0， 其 它 . 
_45 3 |k| 7 1 |k| 
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8.:10 :41》 近似 有 X=& 一 0,54,33 
CO) 近似 有 X 一 0.5X, ,=a,. 
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